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I appello - 29 Giugno 2001
1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione
fal@) = na*(1 =),
con z € [—1,1].
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy

oo ayP—Aat 4P

y (z)

x1y?

con y(1) = 2.
3) Calcolare il volume del solido dato dall’ intersezione di

24yt 22 <4

4 y* < 1.

Svolgimento

1) Studiamo la convergenza puntuale. Poiché ogni funzione della successione ¢ pari, ¢ suffi-
ciente studiare il comportamento per le x € [0, 1].
Per i valori x =0, x =1 si ha che f,(z) =0 quindi la funzione limite risulta uguale
a f(0) =0, f(1)=0.

Invece per ogni x €]0,1[ si ha

: I 201 _ »2\n _
nEIEOO fulz) = ngrfoo nz (1l —z°)" =0
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poiché il fattore (1 — %)™ ( che ha base minore di 1) tende a zero pilt velocemente di
quanto nz? tende a +oo. Quindi la funzione limite vale f = 0.

Studiamo la convergenza uniforme e calcoliamo

lim sup |[nz?(l —2z3)"| = lim sup nz?(1—z*)".
"—’+°°ze[0,1]| ( )yl =0 pefo,1] ( )

Studiamo ’estremo superiore calcolando la derivata di nz?(1 — z%)™.

Si ha

fi(x) = n2z(l — 2" +na’n(l — 22)" 1 (—2z)
= 2nz(l — 2%)" — 2n%2*(1 — 2"
= 2nx(l —2*)" 11 — 2% — na?)

= 2nz(l —2*)" N1 —2*(n +1)).

La derivata si annulla quindi nei punti

e si ha
1
i) >0 1>2*(n+1) & r< T
Quindi
1 1
2 2\n n
sup nz“(l —x =n 1—
xE[OI,)l] ( ) n+1( n—i—l)
e infine
1 1 n
lim — = lim [(1— ——)"H]a = el £0

n—toon+ 1 n41’  noteo

Quindi la convergenza non e uniforme.
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2) L’equazione differenziale risulta del primo ordine.

Controlliamo se f(z,y) € omogenea di grado zero.

o ky) = B A R Ry R e Ay
y RY kxk2y2 ]{731}3/2 ny Y

Quindi risulta un’equazione differenziale di Manfredi. Dividendo per 2 si ottiene

(@R

¥y = (L)
Ponendo 7 =t& y=tr siha
T
d dt
dy:tdx+xdt:>—y:t+m—
dz dz
e
. dt ﬁ—4+ﬂ<§ dt 2 —44+1t3 t@)ﬁﬁ dx
r—=———%& 11— = — — - = —
dx 12 dx 12 12 —4 x

ovviamente per t* — 4 # 0. Integrando abbiamo

t*—4+4 4

1
t 4/—dt:1 .
&S t+ E=2(+2) oglz|+C

Poiché
1 1 1

t—2)(t+2) 4(t—2) 4(t+2)

si ottiene
t—2
t +log|t — 2| — log |t + 2] :log|x|+(]<:>t+log]t+—2| = log |z| + C.

Sostituendo t = Y risulta
T

Yy — 2z
Y+ 2x

y+10g|
T

| = log|z| + C.
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2
Queste sono le soluzioni ottenute per t* — 4 # 0, cioe y—Q # 4.
x

Risolvendo si ha y # +2x.
In entrambi i casi le funzioni y = 22 e y = —2x risultano essere soluzioni dell’equazione

differenziale (controllare !). Ricapitolando le soluzioni sono

y =12z

Yy — 2T
Y+ 2x

%+log| | =log |z| + C.

Per concludere la soluzione che verifica y(1) =2 ¢y = 2x.

3) Si ottiene che la base del cilindro ¢ interna alla sfera.

In questo caso per simmetria possiamo considerare meta volume dato da

// V4 — x? — y2dady.
z24y2<1

Passando in coordinate polari otteniamo

1 27
JA— 22 — 2ded :/d/ JA — 2odt
//:c2+y2<1 . yrardy 0 € 0 oo
1 1 /1
:2/ 41— 2dp =2 —f/—2 JA— 02d
T e 0?do 7T(2)0( )o 0%do
1
(-] o
- | = a2y

3
2 0
2T

3/2 3/27 __ 3_27T _
= _?[(4—1)/ —4/]_?[8—\/3_]—3[8 3v/3].
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II appello - 11 Luglio 2001

1) Determinare per quali valori di o € IRj esiste I'integrale generalizzato
2 sinx
[ g,
0o x|l — x|

2) Calcolare il seguente integrale

|z]
————— dxd
] Je s e

dove F risulta I'insieme di IR? delimitato dalle rette y = 2, y = g +1,

x
=241
Y 2+

3) Stabilire se la seguente forma differenziale lineare
vy (Y
¥ (= dx +logx dy)
x

e un differenziale esatto e, in caso positivo, determinarne le primitive nel suo insieme

di definizione.

Svolgimento
1) La funzione
sinx
f($) - xu —.T’a

non risulta definita nei puntix =0 e z = 1.

Analizziamo il punto z = 0.

Si ha

lim —2
z—0+ ZL’|]_ —Ila
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per ogni o € IR{, quindi risulta estendibile con continuita.

Analizziamo ora il punto x = 1.

Si ha
sin @ 1 sinl , a=0
v * * 400 , a>0
Quindi la funzione f risulta illimitata solo in prossimita di x+ = 1 per a > 0.

S ) : 1 ) )
Consideriamo 0 < o < 1 e confrontiamo con la funzione T Si ottiene

1 -zl
sinx .
lim “122% — i ST _ sin 1
r—1 ﬁ z—1 ’
—x

Quindi f(z) ¢ diordine @ con 0 < a < 1 rispetto alla funzione , percio risulta

b
1 — x|

integrabile.

Se invece av > 1, confrontando sempre con otteniamo che f(z) risulta di

1 -zl

ordine @ con a > 1 rispetto a , quindi non ¢ integrabile.

1 —afe
2) Poiché la funzione & pari rispetto x, cioe f(z,y) = f(—z,y), e l'insieme E risulta
simmetrico rispetto all’asse x, possiamo considerare l'integrale solo sulla parte di
E che si trova nel I quadrante.
L’integrale complessivo risultera il doppio di questo valore.

Ponendo

Ey={(z,y) e R*:1<y<2 0<z<2y—2},

possiamo quindi scrivere

|| z
g drdy = 2// g dxd
[eegptoty = 2] g et
o [Cay [T
o /1 y/o (22 + y2)2 v

2 2y—2 2
= d / ———d
/1 Y/, (22 + 12)? t
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- [ol-wm
1

2 1
fry —_—— 7d
/1( (2y—2)2+y2+y2) Y

2y—2

0

- [ S
T h Tt sy T2
2 1 J 2]_d
ATl
2
2 1 1
et
1 by? —8y+4 vl
2 1 1
= -y + -
/15y2—8y—|—4 vt3

Per risolvere I'integrale, determiniamo le soluzioni di

5y — 8y +4=0.

Si ha
4+16-20 44++/—4 4 2,
Y12 = = = -+ —1.
5 5 575
Otteniamo allora
/2 L gyl © arct x_%2+1 ° [arctan3 — arctan ] + -
_ N — = — | —arctan — — ——larctan o — arctan — —.
L B2 —8y+4a VT 2 2] T2 2/ 9

3) In questo caso si ha

X(z,y) ="y

Y(z,y) = 2 logx.
Il dominio per entrambe le funzioni risulta
A={(z,y) € R*: x>0}
che e semplicemente connesso. Studiamo la chiusura. Si ha

X, = 2/ 4 ya? log
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1
! -1
Y, =yz¥ logz + 2¥—.
x
Cost la forma differenziale risulta chiusa in un insieme convesso e quindi e esatta.
Determiniamo le primitive F'(x,y). Poiché risulta

3j — ny_l,

Oz

integrando otteniamo

F(z,y) = /y:cyfldx
= y/xy_ldzlr + h(y)
y

x
= y—+h(y
, T

= ¥+ h(y).

Derivando pero rispetto a y si ha

F
a@y = 2¥logx + I (y) = 2¥log z,

e quindi

da cui

h(y) = costante.

Le primitive sono allora date da

F(z,y) =2V +C.
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IIT appello - 10 Settembre 2001

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente serie di funzioni

+o00 T
>

i L+ )
calcolandone la somma.
2) Si determinino i massimi e minimi assoluti della funzione
flay) =\ +y?+y" — 1,
nell'insieme C' = {(z,y) € R*: 2* + y* < 9}.

3) Risolvere la seguente equazione differenziale

Yy —y=uze
Svolgimento
1) Se x =0 la serie converge a zero.
Altrimenti risulta
+00 1
T n
7;1(33 + 1)

che € una serie geometrica di ragione
(14+2)""
La convergenza si ha, quindi, per

<1

|z 4+ 1
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cioe
|z + 1] > 1.

Discutendo il modulo si ha
rz+1>1oppurex+1< —1

cioe
x > 0 oppure x < —2.

La serie converge dunque in
| —o00,—2[ U [0, +o0[= A.

La somma ¢ data da
0 , =20

it -1 =1 ,ze€ A\{0}.
Z+1

La serie non puo convergere uniformemente in [0, +oo[ poiché le f, sono continue

mentre la somma e discontinua.

Per quanto riguarda l'insieme | — oo, —2[ si ha che, siccome per x — —2 il termine

generale della serie non tende a zero, si contraddice il criterio di Cauchy e quindi la

serie non converge uniformemente.

2) Essendo una funzione continua definita in un insieme compatto, per il teorema di Weier-
strass sicuramente esistono il massimo ed il minimo assoluti.

Studiamo la funzione in C°.

Si ha, per (x,y) # (0,0),

L R B—
0 |\ [r2i2
of
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Dalla prima equazione si ottiene

mentre dalla seconda si ha

da cui

e poiché (0,0) non fa parte del dominio della derivata, il sistema non ha punti critici.

Inoltre risultando

£(0,0) = -1

Va2 2+ —1>—1

se ne deduce che (0,0) ¢ un minimo assoluto.
Quindi il massimo assoluto, che esiste, non ¢ assunto nei punti interni; si deve ricercarlo

allora sulla frontiera che ¢ data dai punti
2 +y? =9
Possiamo parametrizzare la frontiera nel seguente modo

xr = 3cost

y = 3sint,

con t € [0,27]. Allora la funzione ristretta alla curva risulta

g(t) =V9+9sin*t — 1 = 9sin®¢ + 2.
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I massimi e minimi di g(¢) sono i massimi e minimi di sin®¢ e quindi li otteniamo

rispettivamente nei punti

t=0, m, 2m.

7 si ha

N W

Nei punti t = g,

gt)=9+2=11

e rappresentano i punti di massimo assoluto assunti rispettivamente in (0, 3) e (0, —3).
I rimanenti punti di minimo invece assumono valore piu grande di —1 e quindi 'unico

punto di minimo assoluto ¢ il punto (00).

3) Si tratta di una equazione differenziale del terzo ordine a coefficienti costanti. La

corrispondente equazione caratteristica risulta
o —1=0.

Poiché

@ —1=(a—1(a*+a+1)=0,

le soluzioni sono date da

04121

~1+y1-4 1 3
a2+a+120@a273:2:—2ii\é_.

Le corrispondenti soluzioni sono allora

yi(w) = e,
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1. V3
ya(x) = e 2 cO8 -

ys(z) = e 2% sin -5 %

Determiniamo ora una soluzione particolare.

Poiché 1 risulta soluzione dell’equazione caratteristica si deve porre
y(r) = 2(Az + B)e” = (Ax® + Bx)e®.
Derivando si ottiene
Y (z) = 2Aze” + Be® + Ar*e” + Bxe”,

y'(z) = 2Ae" + 2Axe” + Be® + 2Axe” + Ax*e” + Be” + Bxe”

y"(x) = 6Ae” + 3Be” + 6Axe” + Ar’e” + Bxe®.
Sostituendo otteniamo
6Ae” + 3Be” + 6Axe” + Ax?e” + Bre® — Ax?e” — Bre® = ze”,

da cui

(6A+3B)e” + 6Aze” = xe”.

Deve allora necessariamente risultare
6A+3B=0 ¢ 6A=1

cioe

13
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Una soluzione particolare e quindi

In conclusione, le soluzioni sono

1, 1

3
y(x) = Cre” + Cge’%m coS 735 + Cge*%x sin iw + (Bx _ s

2

14
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IV appello - 25 Settembre 2001

1) Calcolare il seguente limite

1 x
lim — / dt

a—+oo 1 J2 tloght’

2) Trovare i punti della curva

52% + 6y + 5y* = 8

che sono piu vicini all’origine e quelli che sono piu lontani.

3) Si calcoli l'integrale

/ / 2 dxdy
D

dove

D= {(z,y) € R*:1<2® +y* <2}.

Svolgimento

1) Studiamo 'integrabilita di
b
tlog*t

in [2, +o0o[. Effettuando la sostituzione logt = y, risulta = dy e dunque

T dt log x 4 B 1 _3 _3
| mo = [ vty = =5 (los™ @) — log(2))

t10g4t B og 2
Risulta allora
1 =z dt . 1 -3 -3
x_l&loo;/z Tlog't ml_l&loo—g : (log () — log (2)) = 0.
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2) Si tratta di un problema di massimo e minimo vincolato; infatti la funzione da analizzare
¢ la funzione distanza dal punto (0,0) cioe /22 + y2. 1l vincolo & rappresentato dai
punti della curva

52% + 6xy + 5y° = 8.

Pit1 semplicemente possiamo studiare la funzione % + y? perché assume i massimi e
minimi negli stessi punti.

La Lagrangiana risulta
L(z,y,\) = 2% + y* + \(52% + 6xy + 5y — 8).

Inoltre si ha
9L =22+ 10Az + 6\y =0

%:23/4-6)\:6—1—10)@:0

9L = 522 + 6y + 5y* — 8 = 0.

Si ottiene allora
)\ — —2x

10z+6y

1222 20y __ 0

2Y ~ Tonrey — Towiby —

522 + 6y + 5y* — 8 =0

da cui, considerando la seconda equazione,

20zy + 12y — 122 — 20xy  12(y* — 2*)
10z + 6y 10z +6y

cioe

y> = 2% <y =2 oppure y = —x.
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Sostituendo nella terza equazione si ha, considerando = = y,

1
1022 +62° —-8=0< 162> =8 = x =+

7

e quindi i punti sono

( 1 1 ) 1 1 )
V2 V2T V2 2"
Mentre se si considera y = —x si ha

522 — 622+ 512 —8 =0 422 =8 & 1= £V2

e quindi i punti sono

(V2, =v2), (-v2,V2).

Poiché il vincolo ¢ un insieme compatto, i massimi e minimi si devono trovare grazie
al teorema di Weierstrass.
E’ sufficiente allora valutare la funzione nei punti critici che abbiamo trovato; si ha

che
1 I 1 1
v I s

e quindi (%, %), (—%, —%) risultano punti di minimo, mentre da

f( )=1
f<\/§7 _\/5) = f(_\/§7 \/5) =4
si ha che (\/5, —V2) e (—\/5, \/5) risultano punti di massimo.
3) Consideriamo la formula di Green

[ fyoastr = [ 1

dove, nel nostro caso,

of _ -

ax—x.
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Si ha allora

e quindi

23
// xdedy:/ —dy.
D +FrD 3

La frontiera di D ¢ data dalla circonferenza v; con centro in (0,0) e raggio 1 orientata
in senso orario e dalla circonferenza -, con centro in (0,0) e raggio V2 orientata in

senso antiorario. Le equazioni parametriche sono date da

T = cost
Mt
y =sint
e
T = \/§cost
Y2

Y= V2sint,
con t € [0,2r]. Si ha quindi

3

2m 2r 1
/ JLdy = / ~ (V2 cost)*V2 cos tdt —/ — cos® t cos tdt
+FrD 3 o 3 o 3

2 4 d 3
= tdt = —.
/0 COS 47'['
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V appello - 11 Dicembre 2001

1) Calcolare il seguente integrale

+oo 9
/ 22e "l

—0o0
2) Determinare il raggio e I'intervallo di convergenza della serie

+o00 (—3)"&3”
Z n+1

n=0

3) Stabilire se la seguente forma differenziale lineare risulta esatta e in caso affermativo

determinare le primitive

i Vi1
w=(e x+y)dm—|—(w+m§)dy.

SOLUZIONI

1) La funzione risulta pari e quindi

+00 +00 x
/ r2e 1Pl dy = 2/ 22e %dr =2 lim / t2etdt.
0 0

—00 T—+00

Calcoliamo 'integrale

/th*tdt = /tz(—e’t)’dt
0 0
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= —2%e" —2xe " + 2/ e ldt
0

= —2’e ™ —2xe " + 2[—e ]2

= —2%e " —2re " +2[—e " + 1]

= —2%e " —2re ¥+ 2 — 27",
In conclusione

—+oo x
/ 22e lde = 2 lim / t2etdt
0

— 00 T——+00

= 2 lim -2 —2xe*+2 -2 =4,

T——+00

2) Poniamo
n+1

applicando il criterio del rapporto alla serie assoluta si ha

Gnia| _ |(_3)n+1xn+1 NESY _ ‘_333 ntl
an, Vn+2  (=3)nar n+2
e quindi
N e
Allora la serie converge per
3z < 1
€ non converge per
3|z| > 1.

Il raggio di convergenza risulta allora

20
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La serie dunque sicuramente converge in (— % %)
Studiamo il comportamento agli estremi.
Se = —1% la serie diventa
(=3)"(=3)"
D T

1
vn+1

che diverge perché si confronta con la serie armonica (

Sex:% si ha

= (= )(%)” = (="
V1 n=0 n+1

M-l—

S
I
o

che converge per Leibnitz.

1
> — per n > 1).
n

21

3) Il dominio di w ¢y > 0 che risulta un insieme convesso. Quindi se la forma differenziale

risulta chiusa allora ¢ anche esatta.

Si ha

0X oY
g, o
oy " Oz ’

quindi w e chiusa dunque anche esatta.

Determiniamo una primitiva di F'.

Si ha
oF
Frik e rty
da cui integrando
Fz/( r+y)dr = —se™ +xy+g(y)
Risulta anche
oF
-~y
dy

cioe



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2000/2001

da cui
1
g'y) = 1
29y +3 y
Integrando ancora si ottiene
1
/ ~dy
2\/_ +3 vy
Risolviamo l'integrale; poniamo y = t% da cui dy = 6t°dt. Quindi
1 6t° 6>
/770@2 — —dt = [ ———dt
20 +3 y 202+ 3 {6 2ﬁ+3

2t2
_ dt = / dt
3 gt =3
_ &—3/ i
2%

= 3t— 3£ arctan(gt) +C
= 3yi — 3£ arctan(gyé) + C.

Le primitive sono allora

1 2 1 \/§ \/§ 1
F=—¢% +2y+ 3ys — 3— arctan(——=ys ) + C.
5 Y+ 3y &@y)

V2

(ﬁ:&—s/—————ﬁ
1 (Ep+1

22



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2000/2001 23

V1 appello - 11 Gennaio 2002

1 Determinare il raggio di convergenza e la somma della serie di potenze

+oo .T2k_1
,;1 (k—1)I

2 Determinare una funzione derivabile f : IR — IR tale che
f(@)f'(x) = 5z,
per ogni z € IR e soddisfacente la condizione f(0) = 1.
3 Determinare il valore di A per cui risulta esatta la forma differenziale

— (¢ da + (2 T
w = (y +g(y))x+(wy+1+y2+e )dy

dove g € C'(IR).

Trovare infine la funzione g e le primitive di w.

Svolgimento

1 Determiniamo il raggio di convergenza con il criterio del rapporto

|x|2(k+1)71 (k _ 1)! L |x|2 0
k! |z|26=1 kSt K )

Poiché il limite risulta minore di 1 per ogni « € IR, la serie converge per ogni x € IR

Calcoliamo la somma. Si ha

+oo 2k—1 rFoo 2kt +oo  2k—2
Z T 1 xz [
= (k—1)! T (k—1)! = (k—1)!
+oo (x2)k71 +oo ({L‘2)k R
T Z =z Z = ge”
= (k—1)! = k!
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2 Si ha

df (x)

F@) @) =52 f(2) D5 = 5x e f(2)df () = Sad,

da cui integrando

2 2
f§ﬂ=52447@f%m:5ﬁ+20

e quindi

f(z) = £v522 + 2.

Poiché f deve assumere in x = 0 valore positivo consideriamo solo il segno positivo.

Infine, dovendo essere f(0) =1, si ha
1
V 20 - 1 = C - 5,

quindi

f(z) =Vbha? + 1.

3 La forma differenziale risulta definita in IR?.

Quindi se risulta chiusa risulta automaticamente anche esatta. Si ha

0X oY
— =2y+4'(y), =2y + + e,
oy Y 9'(y) e Wt
Percio la forma differenziale risulta chiusa se e solo se
2y +g'(y) =2 e
y+9(y) vttt
e quindi per i valori
1
A=0 "(y) = )
e g'(y) 115

Otteniamo allora che

g(y) = arctany + C.
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Per quanto riguarda la famiglia di primitive si ottiene

oF

or e
5 v +9g(y)

da cui
F =zy* + zg(y) + o(y).
Inoltre si ha

oF , reoN x N
a—y—2xy+xg(y)+¢(y)—2$y+1+y2+1@¢(y)—1

cioe
o(y) =y + K.

In definitiva la famiglia di primitive risulta

F(z,y) = zy* + zarctany + 2C +y + K.

25
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VII appello - 5 Aprile 2002

1 Studiare I'integrabilita in senso generalizzato di
+oo
/ 2e " da.
0

Inoltre sapendo che

calcolare

+oo 2
/ x2e ™ dx.
0

2 Risolvere il seguente problema di Cauchy

, 1
y—-—y=-
Y
soddisfacente la condizione y(1) = 1.
3 Calcolare l'integrale curvilineo
3
[
v 1+sin“z

dove v risulta la sinusoide che congiunge i punti (0,0) e (5,1).
Svolgimento

1 Studiamo l'integrabilita della funzione con il confronto asintotico

r2e 2
lim =—5— = lim 2°*% ™ =0
T——+400 = T—+00
x

. . . ’ . 2
per ogni o e quindi anche per o > 1. Cos{ la funzione z%e~®

senso generalizzato in IR. Calcoliamo l'integrale. Si ha

1
/$2€_I2daﬁ = —5/—2336_962.%(133

26

risulta integrabile in
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1
= —= [(e ™) xdx

1 2 2
= ——[zxe™® —/e_’” dx]
2

1 1
= —§:ce’m2 + i/e’Ide.
Quindi

+oo 2 —z? . 1 221 M 1 M a2 1
/ r’e " dr = lim {[—=xe ™Y, + 7/ e dx} = =/
2 2J)-m 2

—00 M —+o00

Essendo 'integrale di una funzione pari, l'integrale richiesto risulta pari a iﬁ

2 L’equazione risulta essere di Bernoulli infatti si ha

Y =y+y "

Dividendo per y~! si ottiene
yy' =y +1
e ponendo 3% = z si ha 2/ = 2yy’ e quindi
2 =2242
che risulta un’equazione lineare. Le soluzioni sono date da
z(z) = 621’[/ 2¢ ¥ dx + C] = e*[—e * + O] = Ce*™ — 1.

Dalla posizione fatta si ottiene

vt =Ce* — 1

da cui

y=+tvCe? —1.

27
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Essendo richieste nel problema di Cauchy soluzioni positive in x = 1, possiamo

eliminare la radice negativa. Si ottiene

quindi in definitiva

con t € [0, ] Quindi si ottiene
y cos® x - / sint cos® t
v 1 + sin? :,17 1+sin’t t
Poniamo cost = z da cui dz = —sintdt. Si ha quindi
% sintcos®t 0 23
[Fomteostty 2
0o 1+sin“t 12— 22

z
0 2— 22

2z
= — dz
/0 Z+2—z2

2

=[5 —log2- Al

1
= —— +log2.
2+og
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I appello - 28 Giugno 2002

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie
400 ,.n?
x
= n!
(Suggerimento: utilizzare la disuguaglianza n! < n™).

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy

y' =y =2y =1,

y(0) =0,
y'(0) =1
3) Calcolare I'integrale doppio
72
/ —e"dxdy
Dy
dove

2
x

(Suggerimento: eseguire il cambiamento di variabili ponendo zy = z e — =
Y

).

Svolgimento

1) Distinguiamo i casi |[z] <1 e |z] > 1.

Per |z| <1 siha

+oo n | |n +o0o 1
3 R S S I
n=0 n=0 """

Poiché Y129 % converge (infatti applicando il criterio del rapporto si ottiene

An+1 1 | 1
= n'! =
an (n+1)! n+1




Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2001/2002 2

che tende a zero al tendere di n a infinito) allora la serie data converge totalmente in
[—1,1], e quindi converge anche uniformemente e puntualmente.

Per |z| > 1, si ha

n2 n\ "
lim &2 lim 2] = lim <|x|> = 400

n2
n—+too nl n—+oo NN n—+00 n
e quindi la serie non converge puntualmente perché il termine generale non tende a

Zero.
2) Consideriamo 'omogenea associata
y' —y' —2y=0

che risulta un’equazione a coefficienti costanti.

L’equazione caratteristica é

N —-A=—2=0

le cui soluzioni sono

L’integrale generale dell’equazione omogenea risulta allora
Cre™® 4+ Cohe?®.

Determiniamo un integrale particolare; visto che il termine noto é una costante cerchi-
amo come soluzioni particolari le costanti.

Siay =X dacuiy =0 ey” =0 sostituendo si ha
1
—2/\0 =1 )\0 = —5

L’integrale generale é allora

1
Cle_x + OQ@ZI — 5
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Determiniamo infine le costanti. Si ha

y=Cre " + Coe™ — =

y = —Chre ™ + 2C,e*.

Utilizzando le condizioni
y’(O) =1= —01 + 202

da cui

1+C

Cy = — !

e sostituendo

o I 1+ C4 1_201—|—1+Cl—1
y(O)—O—C'1+C'2 5—014‘ 5 5— 5

si ottiene
Cl = 0 02 - —.

La soluzione risulta allora

1 2z

y(z) = 5e™ — 3

che sostituito nella prima fornisce

2
r—=z&r =tz =Vzt
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e infine
v 2212 2.1
y —= = Z3t 3.
t
Ricapitolando si ha
1 1
2 1
y g th_§
Calcoliamo lo Jacobiano
1_.-2,1 1.1, 2
3% 3t3 gzst 3
1 2
J = — ¢l =yt
9 9
%z‘%t_% —%z%t‘%
Trasformiamo il dominio D.
La relazione
1 < 1
2r — y= T
si trasforma in
1 < <1l& 1 < z<1
- <z - <z
5 = Y= 5 S FS
mentre
22% <y < 3a?
diventa
1 >1> 1 <:>1>x2>1<:>1>t>1
202 Ty T 322 27y —3 27 T3
Quindi
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II appello - 11 Luglio 2002

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione:

sin nx

T

fn(x) =

con z €] —1,1].
Stabilire se vale il passaggio al limite sotto il segno di derivata.
2) Stabilire per quali valori di p, ¢, 7, s € IR, la forma differenziale lineare:

_px—i—qyd +rm—|—syd
x2+y 2+ 2

risulta esatta in IR* — {(0,0)}.

3) Si calcoli la lunghezza della curva intersezione delle superfici

y=12> e 3z=2uxy

16

che congiunge i punti (0,0,0) e (2,4, 3

Svolgimento

1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale si ha che per ogni z €] — 1,1]

. sin nx
lim =0,

n—-+oo \/ﬁ

e quindi la funzione limite risulta f = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme; si ha

sin nx sin nx 1
lim  sup —0/= lim sup |

n—+oo ol 1 VN n—too ol 1 VN




Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2001/2002 6

e quindi la convergenza risulta anche uniforme.

Relativamente al passaggio al limite sotto il segno di derivata otteniamo

1
fl(z) = —=ncosnx = \/ncosnzx

N4
per ogni x €] — 1,1[. Possiamo allora concludere che il passaggio non vale; infatti, ad
esempio,

lim f;(0) = 400

n—-+4o0o

mentre
f'(0) = 0.
2) Studiamo la chiusura.Si ha

0X  q@®+9*) — (pr+qy)2y  q2® +qy® — 2pry — 2qy° g2 — qy® — 2pry
Ay (22 + y2)? (22 + y2)? (22 4 y?)?

mentre

oY  r(@®+y?) — (re+sy)2e  ra4ry? —2ra® — 2sxy  —ra® +ry? — 2sxy

o (22 + y2)? (22 + y2)? (22 + y2)?
Affinché
ox _ov
oy  Ox

deve risultare
qr® — qy? — 2pry = —ra® + ry? — 2sxy
cioé
q=-T € p=S3:.
Quindi la forma differenziale

— +
W — ST Tyd{]j I rT S’ydy
.TQ + y2 I‘2 + y2
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risulta chiusa.
Per ottenere 'esattezza é sufficiente (conseguenza delle formule di Green) imporre che

per una curva chiusa v che circonda 1’origine,

/w:O.
y

Ad esempio, considerando la circonferenza di centro l'origine e raggio 1 si ha

2T
/w = / [—(scost —rsint)sint + (rcost + ssint) cost|dt
¥ 0
2m
= / [—scostsint +rsin®t + rcos®t + ssint cost]dt
0

2
= / rdt = 27r.
0

Quindi

2rr =0 r =0.

3) La curva si pudé parametrizzare nel modo seguente

Quindi si ha

2 2
L - / VI 42 + 4hdt — / 1+ 262)24¢
Vi ")

2 2 2 22
= L+2t)dt =[t+ P2 =2+28=".
|2t =+ 2o =2+ 28 =5
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IIT appello - 10 Settembre 2002

1) Studiare massimi e minimi della funzione

fla,y) =" +y' =2z —y)* +2.

2) Stabilire per quali funzioni U(z,y) la forma differenziale

Xz

e dx + Uz, y)dy

w =
risulta esatta.
3) Si calcoli I'integrale curvilineo [ w dove

v(t) = (t —sint, 1 —cost, t?), te [O’g]

w = Vzdr + xdy + ydz.

Svolgimento

1) Il dominio di f risulta D = IR?. Inoltre f risulta di classe C* e quindi i massimi e

minimi sono da ricercare tra i punti che annullano il gradiente. Si noti che f(x,y)

fly,x), cioé f risulta simmetrica rispetto alla bisettrice y = x.

Si ha

%:41:3—4@—3/):0

V=

3—5:4y3+4(x—y):0.

Sommando membro a membro si ottiene

4+ 4Pt =02+ =0 2= —y.
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Sostituendo nella prima equazione otteniamo
4 —4(r+2) =042 —8r =0 42(2* —2) =0
cioé
r=0, xz= +1/2

e quindi i punti sono

(0,0), (V2,—V2), (—=v2,V2).

Calcoliamo "'Hessiano

f/, 12I2_47 fg/c/y:f” 47 fgj/y:]-2y2_4

T yr

da cui

H(0,0) = =16 —16 =0

H(V?2,-V2) = H(—V2,V?2) = S — 400 — 16 > 0.
4 20

Poiché H(v/2, —v2) = H(—V2,v2) > 0 e f" (v/2,-v2), f".(—v2,v/2) >0, i punti

(v2,—v2) e (—v/2,v/2) sono di minimo locale. Per studiare il punto (0,0) esaminiamo

due restrizioni. Si ha f(0,0) =2 einoltreiny = = siha f(z,z) = 22" +2 > 2 mentre
iny=—z siha f(z,—7) =22" — 82 +2 = 22%(2? —4) +2 < 2, per —2 < z < 2.

Quindi (0,0) risulta un punto sella.

2) 1l dominio risulta D = R? — {(0,0)}. Studiamo la chiusura

ox _ am o
oy (224922 Ox



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2001/2002 10

e quindi deve risultare

B —2xy v Y
Umw—/wqui—wgwyw@-

Allora la forma differenziale

risulta chiusa.

Controlliamo l'esattezza. Poiché w ¢é chiusa in un dominio che non risulta semplice-
mente connesso, dalle formule di Green si ha che ¢ sufficiente calcolare l'integrale
curvilineo di w su di una curva chiusa contenente I'origine: se I'integrale é nullo allora
w ¢ esatta.

Consideriamo allora la curva (t) = (cost, sint), t € [0,2n]. Si ottiene

27
/w = / [—costsint + (sint + g(sint)) cos t]dt
o 0
2m
= / g(sint) costdt
0

= [G(sint)]" = G(0) — G(0) =0
dove G é una primitiva di g. La forma differenziale é allora anche esatta.

3) Siha

[NE]

/w - /0[t(l—cost)—i—(t—sint)sint—i—(1—cost)2t]dt

=

3t?

[ME]

(3t — 3tcost + tsint — sint)dt

= [7]0g —B/Etcostdt—l-/atsintdt—/i sin? tdt
0 0 0
37’ 2 bl t—sint t.z
= % —3/2 t(sint)’dt+/2 t(—cost)'dt — [%B
0 0
3 2 ™ g P g
= %—3{[tsint]§ —/ sintdt} + [t cost]g +/ costdt—%
0 0
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3r? 3 T T
= 5 5t 3[—cost]g + [sint]g — 1
3% 3w ™

11
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IV appello - 25 Settembre 2002

1) Stabilire per quali valori del parametro reale a > 0 la funzione definita per (z,y) #

(0,0) da
_ )
ot 4y

f(z,y)
ha limite finito per (z,y) — (0,0).

(Suggerimento: separare i casi: « > 1, a=1, 0 < a < 1.)

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

sin 2x

/
+ycosx =
y Ty T 5

3) Calcolare I’ integrale curvilineo

/ COST
x
v \/g
dove « risulta la parte di sinusoide che congiunge i punti (

s
47

Svolgimento

1) Analizziamo il caso o > 1. Si ottiene

xt 4y
Risulta
2
vyl 1
xr+y? T2

infatti poiché
(a—1b)*>=a*+b>—2ab>0

si ha
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ed ¢é sufficiente prendere a = z* e b = |y|. Quindi

41
Iyl < g3

tende a zero per y che tende a zero.

Se invece o = 1 si ottiene
z?|y|
1‘4 + y2

e calcolando i limiti prima lungo 1'asse z poi sulla parabola di equazione y = 22 si ha

lim f(,0) = 0

. 2y .
lim f(z,2%) = o
quindi il limite non esiste.

Analogamente se 0 < v < 1 lungo le stesse restrizioni si ha

hII(l) f(z,0)=0

lim f(z,2%) = +oo.
z—0
la funzione f risulta dunque estendibile con continuitd se e solo se o > 1.

2) Risulta un’equazione differenziale lineare. Si ha

, sin 2x
Y = —YyCcosx + 5

Le soluzioni sono del tipo

— f_COSl’ fCOS(L'Sin 2:[:
y(x) e [/e —5 dx + C]
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e S‘”[i / ™" sin 2xdx + C]

= e Smw[i/esmgﬁ sin z cos xdx + C]
= e Si”[/ e cos x sin wdx + C
= e_Si”[/ e sin zd sin x + C]

— 6_ Slnl‘[sin xeslnl’ _ esmx + C]

= sinz — 1+ Ce 7"

3) Una rappresentazione della curva risulta essere

cont e [T,7]

Si ha quindi

v(t) =

/Cosmd /’2’ cost it
T = —
v Y T /sint

<

14
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V appello - 10 Dicembre 2002

1) Stabilire per quali valori del parametro reale p, esiste finito

Lo
sinx
/ dz.
o xP

2) Sia f una funzione continua su [3,5]. Posto

in termini di F.

3) Calcolare I’ integrale curvilineo

/ ev¥log(1 + ez)d
s
¥ V1 + 42

dove v ¢ I’arco di parabola definito in [0,1] da y = z2.

Svolgimento

1) Osserviamo che posto f(z) = g, risulta f(z) > 0 per ogni z € [0, 1].
x

Per p <0, f & continua e quindi integrabile in [0, 1].

Per p = 1, f si puo estendere con continuita in z = 0 e quindi ¢ integrabile in [0, 1].
Se 0 < p < 1, f ¢ infinitesima per z—07 in quanto sinz ¢ un infinitesimo di ordine 1
rispetto ad x per z—0" e quindi f & integrabile in [0, 1] (si estende con continuita in

x =0).
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Se invece p > 1, f & un infinito per x—0" e dunque bisogna determinare 'ordine di

infinito.

Osserviamo che

sin x
. P . sinz 1
lim —£— = lim
r—0t ]. r—0t €T ];P_a—l
IO&
1

= lim
z—0+ pp—a—l

che risulta uguale ad 1 se e solo se
p—a—-—1=0&a=p—1

Quindi se 0 < p — 1 < 1 (la disuguaglianza di sinistra si deduce essendo p > 1)
cioe se 1 < p < 2 allora la f ¢ integrabile in senso generalizzato in [0, 1], mentre se
p—12>1, cioe se p > 2, essendo f di segno costante, risulta f non integrabile in senso
generalizzato in [0, 1]. In conclusione risulta f integrabile in senso generalizzato in [0, 1]

se p < 2 mentre f non ¢ integrabile in senso generalizzato in [0, 1] se p > 2.

2) L’equazione differenziale é a variabili separabili. Si ha

dy 1

dz y(@) = f(z) & —= = f(z)dz.

Integrando si ottiene

dy
/ e / fl@)de & logly(z)| = F(z) + K

& @) = " = Cer)

con C € R™.
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3) Una rappresentazione parametrica di y = z2, z € [0, 1], risulta essere

con t € [0,1].
Quindi ds = v/1 + 4t2dt e cosi

ev¥log(1l + €* /1 el log(1 + e)
———=———V1 + 4£3dt
/7 V1442 0 V144t

1
/ e'log(1 + e)dt.
0

Eseguiamo la sostituzione
lt+el=z2&c=2-1&t=1log(z—1)

da cui

dt =
z—1

Si ottiene allora

1 e+1 1 e+1
/ e'log(1 + e')dt = / (z—1)log z - dz = / log zdz
0 2 z—1 2

e+1

e+1
= / (2)'log zdz = [zlog 2)5T — / dz
2 2

17

= (e+1)log(e+1) —2log2 — [z]5"" = (e + 1)log(e + 1) — 2log2 — (e + 1) + 2.
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VI appello - 2 Aprile 2003

1) Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione
fla,y) = z(y* +ay —y)
in [—1,1] x [-1,1].
2) Studiare la convergenza puntuale e la somma della serie
+oo
Z nefnx
n=0
conx € R™.

3) Risolvere il seguente problema ai limiti

y/// _ Qy// + y/ — 7

lim, . o y(z)=m.

Svolgimento

18

1) La funzione ¢ continua su un insieme compatto e quindi per il teorema di Weierstrass

esistono massimi e minimi assoluti.

Inoltre f e di classe C* e percié i punti di massimo e minimo sono da ricercare o

tra i punti di frontiera oppure tra i punti interni dove si annulla il gradiente.

Iniziamo lo studio tra i punti interni. Si ha
o=y tay—y+ay=y +2zy—y=yly+2z—1)
fi=2Qy+ax—1)=a0"+20y — v =a(zx+2y—1).

Determiniamo i punti dove si annulla il gradiente.

Se nella prima equazione y = 0 sostituendo nella seconda si ha z(x — 1) =0 da cui
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r =0 oppure x = 1.
Se invece nella prima equazione y + 2x — 1 = 0 sostituendo nella seconda si ottiene
1

r(r+2—4x—1) =0 dacui z = 0 oppure = 3 e risostituendo nella prima equazione

sihay=1 oy ==L 1punticritici interni sono allora
y y=35.1p

0,0, (1,0}, (0.1) (5. 3)

I punti (1,0), (0,1) si trovano sulla frontiera del quadrato e quindi non si possono

accettare. Studiando il segno di

flx,y) =zyly +2—1)

si ottiene che la funzione si annulla sugli assi e sulla retta y = 1 —xz; inoltre f & positiva
nel secondo e quarto quadrante, negativa nel terzo e nel primo ¢ negativa pery < 1 —z

e positiva per y > 1 — x. Quindi possiamo dedurre che i punti
(0,0), (1,0), (0,1)

sono punti sella.

Per studiare il punto (%, %) calcoliamo la matrice Hessiana. Si ha

fro=2y, [, =2z, fl =fl =2y+2x—1

e quindi

11 1
=->0.

HG3:3)=3

Quindi (3,3) risulta un punto di minimo relativo, essendo f2,(3,3) = 2 > 0.
Studiamo infine la frontiera; parametrizzando i quattro segmenti che costituiscono il

bordo otteniamo:

fLyy=y* —-1<y<1
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e si hanno i punti critici (1,—1), (1,0), (1,1),
flz, ) =2 —1<2<1
e si hanno i punti critici (1,1), (0,1), (=1,1),
f-Ly)=-y’+2y -1<y<l1
e si hanno i punti critici (—1,—1), (—=1,1),
fla,—1)=—2*+22x —1<z<1

e si hanno i punti critici (—1,—1), (1,—1). E’ sufficiente allora confrontare i valori di

f mnei singoli punti
f(lv_l) = f<1> 1) = f(_17 1) =1,

f(_17_1)::_3a
11 i
2T

In conclusione il massimo e 1 ed & assunto in (1, —1), (1,1), (—1,1), mentre il minimo

¢ —3 ed ¢ assunto in (—1,—1).

2) Siha
+00 +o00
> ne™™ =3 "n(e )",
n=0 n=0

x

e ponendo e”® =t si ottiene

+00
Z nt"
n=0
che risulta una serie di potenze con raggio di convergenza R = 1; infatti

lim /n = 1.

n—-400
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Percio la serie converge per

tf<lee <1

e quindi per ogni z € IRT. Per quanto riguarda la somma, applicando un teorema di

derivazione per serie, si ha

“+oo +oo
dont" =ty nt"!
n=0 n=1
+00 d
=ty —t"
2

d 2

Il teorema di derivazione per serie sussiste in quanto, per ogni fissato t €] — 1, 1] esiste
p > 0 tale che |t| < p < 1; poiché in [—p, p| ¢’ & la convergenza totale e quindi uniforme
per la serie 31 ¢", di conseguenza si ha la convergenza uniforme per ogni fissato
tel—1,1].

La somma risulta allora

—T

e

S:m.

3) L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti; consideriamo quindi 'omogenea
associata

y/// . 2yl/ + y/ — 0

L’equazione caratteristica risulta allora

=22 +a=0
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le cui radici sono

quest’ultima con molteplicita due.

L’integrale generale dell’omogenea associata risulta allora

Cl + Cgem + CgIBJ:.

Troviamo ora una soluzione particolare del tipo

y = \xle”.
Si ha
Y = 2 ze” + \re”,
Y = 2Xe” 4+ 2 xe® 4 2 xe® + AxZe” = 2Xe” + d\xe” + Arle”
e infine

y" = 2Xe” + 4XNe® + dxe” + 2 ze” + \xle”.

Sostituendo ed uguagliando ad e*, si ottiene

L’integrale generale dell’equazione completa risulta allora
72
y = Cp 4+ Cee” + Cyze” + ?e’”.
Determiniamo infine le costanti.
Le condizioni sono

y(o):0<:>01+C2:0,

22
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inoltre calcolando ¥/(x), risulta

y'(0)=0< Cy+ C3 = 0.

Mettendo a sistema le due condizioni si trova

Ci+0Cy,=0 Cy = —Cq
—
CQ+03:0, 03:—02201.
Allora
22
y=C — Cie” + Cize® + 5e”.
Infine

2
lim Cl — C’le‘” -+ C’lxex -+ %ex = Cl =T,

T——00
e quindi la soluzione e

y=m(l—e"+ ze®) + %e”ﬁ.

23
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I appello - 27 Giugno 2003

1) Stabilire se esiste finito 'integrale

/+o° log(z + 1)
- dx.
o (34sinx —cosx)/x

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo

2
X
/—4d8,
Y

dove v ¢ la curva di rappresentazione parametrica

x(t) =t
y(t) =1+ 12,
con t € [0,1].
Svolgimento

1) Si tratta di studiare il comportamento della funzione in un intorno di z = 0 e in un

intorno di x = +o00. Studiamo, per iniziare, il punto x = 0. Si ha

lim log(z + 1) log(x + 1) 1 lim log(z + 1)y/x o

1
0t (3+sinz —cosz)/T 2 v, VT 2 2—0+ x

Quindi la funzione & limitata in un intorno di x = 0 e risulta estendibile con continuita.

Consideriamo ora il fatto che I'intervallo di integrazione e illimitato.

Osserviamo che 3 4+ sinx — cosx > 0 per ogni x > 0, ed inoltre e limitata e quindi

studiamo
_ log(x +1)

f(z) NG
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Si ha

e inoltre

log(xz + 1) > 1

N

1
per z sufficientemente grande. Poiche la funzione 7 non e integrabile, ad esempio
x

log(z + 1)

VT

n [1,4o00[, dal teorema del confronto anche non ¢ integrabile. Quindi

anche la funzione data non ¢ integrabile.

2) Si tratta di una equazione differenziale lineare; infatti si ha

/ Yy 2
=z
y+26$—1 ’

1
2er — 1

e B(x) = x?. Calcoliamo l'integrale

1
d
/Qe:v—l .

con a(zx) =

con la sostituzione e* = t.
Si ha

1
x =logt, dr= ;dt

/zez—1 / t—1¥d

Applicando Hermite risulta

e quindi

1
2t -1

A B (A+2B)-B
t

1
T (2t — 1)t

da cui
A+2B =0 A=2

—B=1 B=-1.
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Percio I'integrale diventa

1 1 2 1
/ Lo = /( ~ L
2t—11¢ 2t —1 t

2t —1
= log|2t — 1| —log |t| = log|T|

1 1
= log|2 — ¥| =log|2— —| =log(2 —e™®).
ex
Le soluzioni sono allora date da

y(x) _ e—log(2—eI)(/$2€1og(2—ez)dx+c)

o 1 2 T o 1 2 2 —x
= 5o (/x(? e )dx—i—C’)—Q_e_x(/(Qx x7e )dx—f—C’)
_ 1 23 2 _ —x
= 2_61(3x /xe d:t+C>.

Calcoliamo allora
/ r2e dx.
Si ha

/x%“’”dm = /x2(—e_m)’dx = —$26_x+/2$6_$d1‘

= —2fe "+ 2/m(—e_x)'dx = —g?e™" — 2we”" + Q/e_xdx

= —2%e7% —2pe ™" — 277,

Quindi sostituendo si ottiene

1 2
y(r) = g (§£L‘3+$2€x+2$6x+26x+0)
1 2 3 2 _—x —x —x
= 5T 5:1: +ze* + 2z + 27+ C

e’ 23+ 2—a:+2 —x+2—1‘+0
= —T xTre xre e
2e* — 1\ 3

1 2 4 9
= —z°e” 2 2 7.
263:_1(3:176 +z° + 2z + +Ce)
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3) Siha
ds = \/x2(t) + y2(t) dt = VA2 + 42 dt = 2V/2 ¢ dt.

Quindi l'integrale curvilineo diventa
- 1 V3t dt = 23
— ds = —————2V2t dt =2 dt.
/7 yl /0 (1+t ) / (14 2)4
Eseguendo la sostituzione
I+t =zt =(z-1)? < dz =2t dt,

si ha
1 t5 1 tt4 2(2_1)2
W2 —————dt = V2| ————— dt =2 ds —
\/_/0 (1+¢2)1 \/_/0 (1+¢2)1 ffl A"
22292241 271 11
IVl R Y, I b (RS SRS
1 z4 1\ 22 23 24
B ﬁ[ Lo 1]2_\/5
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II appello - 11 Luglio 2003

1) Data la funzione
f($7y>: 2$_v$_y»

determinare il dominio D di f, i punti di massimo e minimo relativo in D° e i massimi

e minimi assoluti in D.
2) Risolvere la seguente equazione differenziale
vy —y—a2*/y=0
con la condizione y(1) = 1.
3) Calcolare il seguente integrale superficiale

/ eV xydS
S

dove S e la superficie 2z + y + z = 2 contenuta nel primo ottante.

Svolgimento

1) Per il dominio si ha
r—y>0e2zx—+zx—y>0.
Risulta quindi x > y e dalla seconda condizione, si deduce che x > 0 ed elevando al

quadrato si ottiene 422 > x — y. Quindi si ha
D={(z,y) €R®> :x>yex>0ey>x— 42’}

Ovviamente in D la funzione ¢ continua perché composizione di funzioni continue.

Inoltre f(z,y) > 0. Calcoliamo il gradiente. Si ha
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! 1 . 1
Ja= 2\/2:5—\/@(2 7ay)
f/ — 1 )

L Y ayay/20—ay

Poiché f; # 0, mnon ci sono punti che annullano il gradiente in D°. Inoltre f ¢
derivabile in D°, quindi non ci sono punti di massimo o minimo relativo in D°. Per

quanto riguarda i massimi e minimi assoluti in D si ha che nei punti
20 —rT—y=0y=ac— 42’

la funzione risulta risulta nulla e poiché f(z,y) > 0 questi sono punti di minimo

assoluto.

Non ci sono punti di massimo assoluto infatti per y = 0 si ha

f@,0) =2z —Vx

lim f(x,0) = +o0.

Tr—-+00

2) L’equazione si scrive, per x # 0 nella forma

Yy
y’:;+x\/§.

Pertanto ¢ un’equazione di Bernoulli con

alx) = i, Blx) ==z, es= %

Esiste allora un aperto A contenente il punto (1,1) in cui

fay) =2 +ayy
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risulta continua e Lipschitziana rispetto a y e quindi esiste un’unica soluzione.
Determiniamo la soluzione eseguendo la sostituzione z = y'=% = VY-

Possiamo limitarci a considerare x > 0.

Da
/ 1 -1y
si ottiene
y_%y/:ﬂ+x<:,>ly_%y,:\/_g+£<:>z/—i E
T 2 2x 2 20 2

che risulta un’equazione lineare. Dalla formula risolutiva si ha

Z(ili') _ eélog‘x[/ gefélogxdl-_kcq = \/E[/g%dx—kC]
Xz

= Vil Lar v 0)=valy +0) =5 1OV

Dalla condizione z = /y si ha
72

Imponendo la condizione y(1) =1 otteniamo

1
1:(C+§)2<:>C:

La seconda soluzione non si puo accettare perché in tal caso si avrebbe z(1) < 0, che
¢ impossibile visto che z(z) = \/y(z) > 0.

Pertanto 'unica soluzione risulta (per C' = %),
2 2 9
= (= + =V1)2
y=(3 +3Vo)

3) La superficie risulta

z=2-2x—y
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e una parametrizzazione ¢ data da

z=2-—2u—wv,

\

con (u,v) € D e dove
D={(u,v) eR*:0<u<1 0<v<2—2u}.

Essendo una superficie in forma ordinaria si ha

dS = \/1+ 22 + 22dudv = V/6dudv.

Applicando la definizione di integrale superficiale si ha

/e”y xydS = // " wuv/6dudo.
S D

Utilizzando un teorema di riduzione otteniamo

1 92-2u
// Ut uuv6dudy = \/6/ ue“du/ e'vdv.
D 0 0

2—2u
/ e"vdv.
0
Integrando per parti si ha

2—2u 2—2u
/ elvdv = [ve’]d7* — / e’dv
0 0

= (2—2u)e* " — (2% — 1) = ¥ — 2ue* " 4 1.

Calcoliamo

Quindi, sostituendo, otteniamo
1
/e”y rydS = \/6/ ue (e — 2ue® " + 1)du
S 0
1
= \/6/ (ue* ™" — 2u*e*™™ + ue*)du
0

1 1 1
= \/662/ ue “du — 2\/662/ ue "du + \/6/ uedu.
0 0 0
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Calcoliamo separatamente gli integrali. Si ha

1 1 1
/ ue "du = / u(—e ) du = [—ue™]§ + / e tdu = —2e ! 41,
0 0 0

1 1 1
/ wletdu = / w?(—e ™) du = [~uPe™")§ + / 2ue™"du
0 0 0

1 1
= —e 14 2/ u(—e ) du = —e™t + 2[—ue "]y + 2/ e “du
0 0

e infine

1
/ wedu = 1.
0

Sostituendo si ha

/6”3/ rydS = V6e* (=271 + 1) — 2v6e*(—5e ™! + 2) + V6 = V6(—3e> + 8¢ + 1).
s
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IIT appello - 15 Settembre 2003

1) Data la funzione f : R* — R definita da

flz,y) = zy*e™,

determinare i punti di massimo e minimo relativo e dire se ammette massimo assoluto.

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

y/// . 2y// + y/ _ 2y = CcOST

1
con le condizioni y(0) =0, y'(0) = 0 y'(0) = g

3) Calcolare il seguente integrale superficiale

2
x
[
sTt+y
dove S ¢ la superficie di equazioni parametriche

(
z(u,v) =u

y(u,v)
\ z(u,v)

definita sul triangolo 7" di vertici (1, 1), (0,0), (1,—1).

v
U+ v,

Svolgimento

1) 1l dominio risulta essere 'intero piano IR? e la funzione ¢ di classe C*°. Gli eventuali

punti di massimo e minimo si trovano tra le soluzioni che annullano il gradiente. Si ha

( (

fl = y?e® + xy?2e* =0 y2e*(1+2x) =0

T

f; = 21~y62x =0 2$y€2x =0.
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Risulta la soluzione y = 0. Per determinare se sono punti di massimo o minimo relativo
studiamo il segno della funzione.

La funzione si annulla sugli assi ed assume segno positivo nel primo e quarto quadrante,
segno negativo nel secondo e terzo quadrante.

Dunque (0,0) & un punto sella mentre i punti (z,0) con x > 0 sono minimi relativi
e ipunti (2,0) con z <0 sono massimi relativi.

Considerando la restrizione y = 1, ad esempio, si ha

hIJP f(z,1) =400

e quindi non ci sono massimi assoluti.

2) E un’equazione differenziale di ordine 3 lineare a coefficienti costanti. Consideriamo allora

I’'omogenea associata e la relativa equazione caratteristica, si ha
@’ —2a* +a—-2=0.

Risulta

=2 +a—-2=(a—2)(a*+1)=0

e quindi le soluzioni sono

a=2, a= =i

L’integrale generale dell’omogenea associata risulta allora
y(x) = C1e** + Cysinx + C3cos .
Calcoliamo ora una soluzione particolare considerando una funzione del tipo

y = z(Acosx + Bsinz).
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Si ottiene
y = Acosx + Bsinz + z(—Asinz + Bcosz)
y" = —Asinz+ Bcosx — Asinz + Beosx + x(—Acosx — Bsinx)
y" = —2Acosx —2Bsinz — Acosx — Bsinz + z(Asinz — Bcosz).

Sostituendo e svolgendo i conti si ha
—2Bsinx +4Asinx — 2Acosx — 4B cosT = cosT

€ ancora

(4A —2B)sinx + (—2A — 4B) cosx = cosx

e le soluzioni sono date da
1 1

A=——  B=——,
10 5

Una soluzione particolare e allora

1 1.
Y= ——XTCOST — gxsmx

10

e la soluzione dell’equazione completa risulta

y(z) = C1e%® + Cysinz + Cycosx — % cos T — gsina:.

Determiniamo le costanti utilizzando le condizioni iniziali. Si ha, derivando due volte

1 1
y(z) = 201* + Cycosx — Cysina — Ecosx—i— %sinx— gsina: — %cosx

1
y'(r) = 4C1e* — Cysinx — Cscosx + 0 sinz + 0 sinx +

+[L’ 1 1 +x .
— COST — —COST — — COST + —sinzx
10 5 5 5
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da cui calcolando in z = 0 si ottiene

y(O) = Cl +Cg = 0;

1
/ - 9 T .
v (0) R A TR
2 3
"0) = 4C; —C3— = = —.
y"(0) N a
Risolvendo il sistema ottenuto si ricava
1 1 1
Ci==, Co=— (C53=—=
1 5, 2 57 3 5

3) Dalla definizione di integrale superficiale si ottiene

1+ 22 + 22dudv = V/3dudv

e inoltre

{L’2 U2
S T

13

Passando alle coordinate polari, si ha che l'insieme T viene trasformato nel nuovo

insieme T’ dato da

T'=A{(t,0) : =7 <t <

1
<o << —
’ _Q_cost}

=] 3
AN

e l'integrale diventa

920052t
\/_// pa dudv = \/5// gdgdt—\/g// ocos®tdo dt
u ’ ’
= / dt/ 0 COS tdg—\/_/ cost CO”dt

YL

ISE M:l

m
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IV appello - 25 Settembre 2003
1) Studiare i massimi e minimi relativi della funzione

fla,y) = a(@® +y* - 1).

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy

y'(r) =2ytanx + \/y
y(0) =1,

™ ™
con —g <z < 9
3) Calcolare il seguente integrale curvilineo

/ dx
—
., sinxcosy

dove la curva v e il tratto della bisettrice del I e III quadrante congiungente i punti

(5:5) ¢ (5 3)

=3E
w3

Svolgimento

1) La funzione é di classe C*° nel dominio D = R? e quindi i punti di massimo o minimo

relativo si trovano tra le soluzioni del sistema del gradiente uguagliato a zero. Si ha

U =242 —1+222=0 B I =3+ —1=0

le cui soluzioni sono
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Poiche si ha

F(0,1) = £(0,~1) = 0

dallo studio del segno della funzione si deduce che sono punti sella. Infatti f(z,y) >
0 per 22+ 9y?>>1 ex € RT, mentre f(z,y) <0 per22+y*>>1 ex € R™, invece
all’interno della circonferenza di centro l'origine e raggio 1 (z?+y? < 1) la situazione si
inverte. Infine nei punti dell’asse y e della circonferenza suddetta, risulta f(x,y) = 0.
(Lo studente pué tracciare un grafico che illustri la situazione.)

Osserviamo inoltre che f(z,y) = —f(—z,y) e f(z,y) = f(z, —y).

Per quanto riguarda i rimanenti punti otteniamo

2

f( 33

g
Lo

e quindi

Studiamo ora ’Hessiano. Si ha

frw =62, f, =23, fi,= [l =2y

e calcolando 'Hessiano si ottiene

1 1 12
3 ) 3

Poiche ;’x(%’, 0) = % > 0 allora (\/ig, 0) risulta un punto di minimo relativo, mentre

;’x(—\/ig,()) = —% < 0 e quindi il punto (—\%,0) risulta un punto di massimo

relativo. (Si pud dedurre pit semplicemente da f(x,y) = —f(—=x,y)).

2) Sitratta di un’equazione di Bernoulli. Osserviamo che dalla condizione iniziale la funzione
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y(z) = 0 non é una soluzione. Dividendo I'equazione per /y si ottiene

y/
—— =2y/ytanz + 1.
VY

Y

Sostituendo

si ha

e quindi I'equazione diventa

2 =ztanz 4+ —
+2

che risulta un’equazione differenziale lineare. Applicando la formula risolutiva si ottiene

1 1 1
Z(ZL’) — e log(cos x) / _elog(cos x)dI +C | = / —coszdr + C
2 COS T 2

e quindi

Sostituendo infine si ha

e dalla condizione iniziale si ottiene

y(0)=1=C.

3) Una parametrizzazione della curva é data da
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con t € [§, §]. Dalla definizione di integrale curvilineo si ha

/

dx

sin z cos y

/5 at /s sin’t + cos’t .
z sintcost z sintcost

us -2 jus 2

3 sIn“t 3 cos“t
/ —dt + / —dt

z sintcost x sintcost

s . t s t
/3 o dt—l—/3 C?Stdt = [—log(cost)]
%

ol

+ [log(sint)]

3wl

cost sin

ol

T T . .
— log cos 3 + log cos = + log sin — — log sin —

6 3 6

1 3 3 1
—log§+log§+log\/7_—log§:10g3.

17
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V appello - 10 Dicembre 2003

1) Data la funzione

f(z,y) = 2* — 42 + arctan(4y + y?),

determinare il massimo e il minimo assoluti nel triangolo 7" di vertici (0,0), (0,—4) e

(4,0).

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

3) Determinare la lunghezza dell’arco di parabola y = z? di estremi (0,0), (1,1).
Svolgimento

1) La funzione risulta di classe C' nel triangolo T. Calcoliamo il gradiente. Si ha

/

f:}lc(‘r7y) =2r—4

| Syl y) = T (4T 2y).

L’unico punto soluzione del sistema del gradiente uguagliato a zero risulta (2, —2) che
non ¢ interno a 7. Quindi il massimo ed il minimo assoluti sono da ricercare sulla
frontiera di 7.

Analizziamo allora i tre segmenti che costituiscono il perimetro del triangolo.
Iniziamo con i punti del tipo (z,0) con 0 <z < 4.

Si ha f(x,0) = 2? — 4z = fi(z) e studiandone la derivata otteniamo

file)=22—-4=0&2=2.
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Inoltre

filx) >0 x> 2

e quindi x =0, z =4 sono punti di massimo mentre x = 2 risulta punto di minimo
con f1(0) = fi(4) =0 e f1(2) = —4.
Consideriamo ora i punti del tipo (0,y) con —4 <y < 0.

Si ha f(0,y) = arctan(4y + y?) = f2(y) e studiandone la derivata otteniamo

1
(y) = —F———=4+2y) =0 y=-2.
Inoltre
Hy) >0y > -2
e quindi x = 0, = —4 sono punti di massimo mentre x = —2 risulta punto di

minimo con f»(0) = fo(—4) =0 e fo(—2) = arctan(—4).

Infine analizziamo i punti dell’ipotenusa del triangolo cioé i punti del tipo (z,z—4) con
0<z<A4.

Risulta f(z,z —4) = 2? — 4z + arctan(2? — 4z) = f3(z) e studiandone la derivata si

ha

1

fa(x) =20 —4+ 1+ (22 — 4z)?

21 — 4) = (2x — 4)(1 +

T (@ )=0er=2

Inoltre

fi(x) >0 x> 2

e quindi x =0, £ =4 sono punti di massimo mentre x = 2 risulta punto di minimo
con f3(0) = f3(4) =0 e f3(2) = —4 + arctan(—4) < —4. In conclusione si ha che il

massimo della funzione vale 0 mentre il minimo vale —4 + arctan(—4).
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2) L’equazione, essendo della forma

Dividendo per y~! si ha
1
vy = —y* — 1.

xz

Determiniamo la soluzione eseguendo la sostituzione z = 2.

Risulta 2’ = 2yy’ e quindi si ha

2 2
2yy = Zy? — 2, cioé 2 = Z
T T

che risulta un’equazione lineare. Dalla formula risolutiva si ha

z2(x) = 6210g|x[/ —2e~2leleldy 4 (]

2

= x2[2 + C) = 27 + Ca?,
T

Quindi le soluzioni dell’equazione sono:

y(x) = £V2x + Cx2.

3) Una parametrizzazione della curva é data da

20
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con t € [0,1]. Essendo una curva regolare si ha
1 1 1 /2
L= / V1+4t2dt = / V14 (2t)2dt = 5/ V1+ 22dz,
0 0 0

avendo eseguito la sostituzione 2t = z. Calcoliamo quindi

2
/\/1+22dz.
0

Ponendo 1+ 22 = z +1t, si ha

2 2, 2 2 1—t

Vit 2Z2=z4+tel+22=2+t"+22 1 -t =22t 2 = 57
e inoltre
—2t2t — (1 — 12)2 ?+1
dz = dt = — dt.
: 4¢2 YE

Quindi otteniamo

1—¢2 t?+1 P4+1t2+1
/\/1+22dz:—/( s dt:—/ Ty

o 9.2 TR
1 2+ 1)2 1 [t 41422
_ __/th:__/idt
1 3 1 3
1 1 2 1.¢2 72 2 =2 1
= —— [(t+=+D)dt=——[= —— +2loglt] = —— + — — ~log|t
4/<+t3+t> 15— v 2tomlil = -5+ L~ Lol
/1 2 2 /1 2 -2 1
= —( +§ 2) +( +28 2) —§log]\/1+22—z|.

Quindi sostituendo e facendo i conti, otteniamo

2
2 2 2 -2
1[ (V1422 —2) (V1422 —2) %log| T2

L = =
2 8 8
1 1
— 25— Slog(VE —2).
5 4og(f )

0

21
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V1 appello - 8 Aprile 2004

1) Determinare l'insieme di convergenza della serie

R 20 +4)"
Z(( )

n? + 1)4n

n=0

Discutere infine la convergenza uniforme.
2) Risolvere la seguente equazione differenziale
Y + 2y = cos V2z
con le condizioni y(0) =0 e y'(0) = 1.

3) Risolvere il seguente integrale triplo

J[[ wizaya:

22

dove D e¢ la parte dello spazio compresa tra x +y+2 =1 ex +y+ z =3 nel primo

ottante.
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Svolgimento

1) Si tratta di una serie di potenze infatti

23

f (2z +4)" _i”zn(“z)n B *2” (z +2)"

2 n 2 n 2 n’
—~ (n?+ 14" = (n*+1)4 — (n* +1)2
Il termine a,, risulta dato da

1
a, =
2n(n? +1)

Applicando Cauchy-Hadamard si ha

) . 1 1

lim a,= lim — = —,

n—+oo n—to0 23/(n2 4+1) 2
quindi il raggio risulta R = 2.
Sicuramente la serie converge per x €] —2 —2, -2+ 2[ = | — 4, 0. Controllando anche
gli estremi dell’intervallo, si ha
+00 n +o00 1

P20 e A e

che converge e infine

_ — (" & (e
I__%©Z;Qﬂ+1ﬂn_ggoﬂ+n

che converge per Leibnitz. In conclusione la serie converge nell'intervallo [—4, 0] e per

il Teorema di Abel la convergenza é uniforme.

2) L’equazione differenziale é un’equazione lineare a coefficienti costanti.

allora ’equazione caratteristica

A2 +2=0ea=+V2.

Consideriamo
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L’integrale generale dell’equazione omogenea associata é allora
y(z) = C} cos V2 + Cysin v/ 2.

Determiniamo ora un’integrale particolare.
Poiché v/2i é una soluzione dell’equazione omogenea associata con molteplicitd 1, una

soluzione particolare risulta della forma
y(z) = x(AcosV2x + Bsinv2z).
Derivando si ottiene

y'(z) = AcosV2x — vV2Axsin vV2x 4+ BsinvV2x + 2Bz cos vV 2z

y'(z) = —V2AsinV2z — V2AsinV2z — V2V2Ax cos 2z
+ V2B cos V2x + V2B cos V2x — vV2vV2Bx sin vV2z.

Sostituendo si ha

—2V2Asin vV2x — 2Ax cos V2 + 2v/2B cos V2x — 2Bz sin V2x

+ 2Azcos \/51: + 2Bz sin \/ia: = oS \/5:(:

da cui

—2V2Asin V2 4+ 2v/2B cos V2 = cos vV 2z

e quindi le soluzioni sono
1
A=0, B=——.
2v/2

L’integrale generale dell’equazione differenziale completa risulta essere

1
y(z) = Cy cos V2x + Cysinv2zx + Wi sin V2.
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Poiché y(0) =0 si ha

quindi
1

1) = Cysin vV2z + —— zsin v2z.
Inoltre

1 1

"(x) = \/§C COS\/i.T—i— —sinx/ﬁx—i— \/5— azcosx/ix
Yy ( ) 2 2\/5 2\/5

da cui

¥ (0) =1 =20,
Quindi la soluzione cercata é

1 1
= —sinﬂx—i—— xsin\/ﬁx.

y() 7 Wi

3) L’insieme D, nel primo ottante, risulta essere la differenza tra i due tetraedri sottesi

rispettivamente dai piani x +y+ 2 =3 e x + y + z = 1. Indicandoli con D" e D" si

/ / /D vdadydz = / / / wdrdydz — / / / adudyd.

Calcoliamo per iniziare
/ / / rdrdydz.
D/

ha

Si ha

D'={(z,y,2) e R®:0<2<3, 0<y<3-2,0<2<3-a—y}
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e quindi l'integrale diventa

3—x 3wy
/// xdxdydz—/ da:/ dy/
D/
3:1:
= /:Ud:r/ 3—z— )dy-/[Sxy—xy—x%P “dx
3

T

_ /0 30(3 =) — 223 — ) - 2(3 — 2)da

3
= / 92 — 32 — 32% + 2° — 3(9 + 2% — 62)|dx
0

2 2

3
9 1

— __32 _3d

/0(21: .:L'+233)x

3 3
= /(9m—6x2+x3—?x—x—+3x2)dx
0

Analogamente

1:cy
/// xdxdydz-/ a:da:/ dy/
D//
= /xdm/ (1—x—y)dy = / —xy——]l Tdx

:/0 r(l—az—a(l—z)— G 2 )d:(:
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I appello - 24 Marzo 2004

1) Studiare la continuita in R? e la derivabilita e la differenziabilita in (0,0) della funzione

f:R* - R definita da

2%y? + 2% sin(|xy|)

) I? y # O? 0 )
fla,y) = Ty A
0, (z,y) = (0,0).
2) Risolvere la seguente equazione differenziale
y”+y'—2y=xez

sotto le condizioni y(0) =0, '(0) = 0.

3) Calcolare, utilizzando le formule di Green, I'integrale curvilineo

z Y
———dr — dy
/71;2 +y2 1.2 +y2
dove v e la frontiera della parte di corona circolare compresa tra le circonferenze di

raggio 1 e 2 e delimitata dal semiasse positivo delle z e dalla bisettrice del 1° e del 3°

quadrante.

Svolgimento

1) La funzione ¢ continua se (z,y) # (0,0), in quanto composizione, somma e prodotto di

funzioni continue.

In (0,0), dobbiamo calcolare

z?y? + x?sin(|zy|)

9

lim r,y)= lim
(z,y)ﬁ(o,mf (z,9) (@,y)—(0,0) % + 52
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passando in coordinate polari il limite diventa

p* cos? 0 sin® O + p? cos? O sin(|p? cos O sin 0])
2

lim
p—0 P

—hn%(p cos? 0 sin? @ + cos? O sin(|p* cos fsinf])) = 0
p—

Vediamo se risulta uniforme rispetto a 6. Poiche
|p? cos? @ sin? @ + cos? Osin(|p® cos Osin 0])| < p* + p?| cos Osin O] < 2p?,
la funzione ¢ continua in (0,0), essendo f(0,0) = 0.

Studiamo ora la derivabilita in (0,0). Risulta

af f(h’ O) - f(ov O)

00 = iy TS0
dy (0,0) = flg% h =0,

dunque f & derivabile in (0,0). Per quanto riguarda la differenziabilita, dobbiamo
valutare

f(z,y) = f(0, 0)—|—g—f(0 0)x +g—f 0,0)y + V22 + y%e(z,y),

con lim, 4)—(0,0) €(x,y) = 0, ovvero, ricavando &(z,y),

Lim 5(x y) = lim M —  lim x2y2 + 22 Sin(|xy|>
(@,y)—(0,0) @m)—(00) /22 + 92 (@1)—(0,0) (2 1 y2)% .

Passando in coordinate polari abbiamo

p* cos? §sin?  + p? cos? O sin(|p? cos O sin 0|)

}}E% p?
sin(|p? cos 6 sin 4])

=lim (pcos sin* 0 + pcos® 6

p—0

0sind]) = 0.
p?| cos O sin 0| | cos §sin 6]

Inoltre tale limite € uniforme rispetto a 6, in quanto

sin(|p? cos 6 sin 0])

‘pCOSQGSinQQ—i—pCOSQQ |cos€sin9|‘ < 2p.

p?| cos O sin b

Concludiamo dunque che f ¢ differenziabile in (0, 0).
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2) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata
y”+y’—2y:0.
Poiché I'equazione caratteristica e
o’ +a—2=0,

le cui soluzioni sono a; = —2, ap = 1, l'integrale generale dell’equazione omogenea

associata ¢

con a,b € R.
Studiamo ora ’equazione completa.

Il termine a secondo membro e del tipo

con P(z) = z, k = 1. Poiché k = 1 & soluzione dell’equazione caratteristica con

molteplicita p = 1, possiamo cercare una soluzione particolare della forma
y(z) = (Ax + B)xe® = (Ax* + Br)e”,
con A, B € R. Derivando si ottiene

Y (z) = (2Ax + B)e” + (Az® + Bx)e®

y'(z) = Az?e® + (4A + B)ze® + (2A + 2B)e”
e quindi, sostituendo nell’equazione di partenza, otteniamo

Az?e”+(4A+ B)ze" +(2A+2B)e” +(2Ax+ B)e” + (Ar*+ Br)e” —2(Az®+ Bx)e" = xe”,
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cioe
(6Az +2A + 3B)e” = ze”.

Per il principio d’identita dei polinomi deve essere

e l'integrale generale ¢
1 1
y(r) = ae " + be® + <6x2 — —a:) e’.

Imponendo le condizioni y(0) = 0, y'(0) = 0, si ottiene

y(0)=a+b=0
, 1
y'(0) = —2a+b—§ =0
da cui a = ——, b = —. Si conclude pertanto che la soluzione &
1 2x T 1 2 1 > T
y(x) = 57¢ + 57¢ + <6x 5%)¢

3) Risulta, dalle formule di Green,

x 2y 2zy 4y
]::/ dr — dyz//( + )dxdy
. T2 + y2 T2 + y2 D (l’Q + y2)2 (ZEQ + y2)2

Ly
= ————=dxd
o] J e
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dove D ¢ la parte di piano racchiusa da ~y, ovvero
D={(z,y) €ER?*: /1—y2<z<+4—y? 0<y<uzl
Passando in coordinate polari risulta
2 7-‘-
D:{(p,G)ER L 1<p<2 ogegz}
e dunque, utilizzando un teorema di riduzione per gli integrali doppi,

I 0 sin 0
]_6/4(/ Mpdp)d@
0 1 P

z 2

1 d L4 3

= 6/ cos@sin@/ o 3[sin? 0] ¢ [log p]? = = log 2.
0 1 P 2
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II appello - 8 Aprile 2004

1) Stabilire se esiste

/1 (arctan z)~3 g
———dx.
0

x+1

2) Si determinino i massimi e minimi assoluti della funzione

fla,y) = (2* = 2°)(1 —y)
nel quadrato @ = {(z,y) €eR*: 0<z <1, 0<y <1}

3) Calcolare

z
———dxdyd
), i oo

dove D ¢ la parte del cilindro di equazione 22+ y? < 2 compresa tra il piano z = —/2

e la superficie z = 2y/2? 4 y2.
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Svolgimento
. o . . . (arctanz) ™5
1) Si tratta di un integrale generalizzato in quanto la funzione f(z) := I e
x
illimitata in prossimita di 0; risulta infatti
lim f(z) = lim ; = +o00.
z—0%+ z—0% (arctanz)3 (z + 1)
Confrontiamo la funzione con —; si ha
xa
2 2
arctanx)”3 1 arctanx\ -3 x%3
hmg—:lim< )3 =K>0
em0t  x+1 1 e Sor x x+1

2 : . e : e 1
se e solo se o — 3 > 0: in tal caso f ¢ un infinito di ordine inferiore o uguale a —,
x

1
per z—0%. Poiché la funzione — ¢ G-integrabile se 0 < a < 1, dal teorema del
xOé

confronto asintotico concludiamo che anche f & G-integrabile (& sufficiente considerare

Wl N

<a<l).

2) Essendo f una funzione continua definita in un insieme compatto, dal teorema di Weier-

strass f ammette massimo e minimo assoluti.

Cerchiamo dapprima eventuali punti critici in @°. Risulta

fo =2z =32*)(1-y) =0,
fy=~(a? =) =0,
ovvero
z(2 = 3z)(1 —y) =0,
?(z—1)=0,
da cui si ottiene x = 0, y € [0, 1] oppure = 1 e y = 1. Concludiamo dunque che non

ci sono punti estremali in Q°.
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Osserviamo inoltre che si puo scrivere f come
fla,y)=2*(1-2)(1-y) =0

per ogni (z,y) € Q. Essendo f(0,y) = f(1,y) =0 per ogni y € [0,1] e f(z,1) =0 per
ogni x € [0, 1], i punti del tipo (0,y), (1,¥), (z,1), x,y € [0, 1] sono punti di minimo

assoluto.

Il massimo assoluto ¢ da ricercare tra i punti del tipo (z,0), z € [0,1]. Si ha

f(z,0) = 2*(1 — ) := g().

2
Poiché ¢'(x) = 2x — 32% = 2(2 — 3x) > 0 se e solo se x < 3 9 ¢ non decrescente
2 2 2

in [O, 5} e non crescente in [é’ 1]; pertanto il punto 3 ¢ di massimo assoluto per g.

2 2 4
Concludiamo dunque che <§, 0) e di massimo assoluto per f e f<§, 0) =57

3) Risulta
D={(z,y,2) €eR® : 22 +92 <2, —V2<2<2V/a2+2}

da cui, passando in coordinate cilindriche,
D={(p,0,2) e R* : O§p§\/§, —\/§§z§2p, 0<6<2r}.

Utilizzando un teorema di riduzione per integrali tripli, si ha quindi
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> 2m V2 2p >
/// ﬁda:dydz:/ d@/ dp/ 5 pdz
pl+zi+y 0 0 —val+p

V2 259 V2
:27r/ d [z—] ’ dp=27r/ P (20> = 1)dp
0 0

14+p? L2 1-v2 14 p?
V2 3 V2
:27r{2/ P de—/ pde}
o l+p o l4p
V2 3 B
= 47r/ PILP jp— wllog(1+ o))y
0

14 p?

V2 V2 2
=47 dp — 27 dp — mlog 3
/0 pap /0 11 p2 P g

=27 [p® |2 — 2r[log(1 + p?)]Y? — mlog 3 = 41 — 37 log 3

= m(4 — 3log 3).
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IIT appello - 19 Luglio 2004

1) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

a?y = xy + 2./,

y(1) =0.

2) a) Determinare una funzione f € C!(R) tale che la forma differenziale lineare

w(z,y) = [2y + yf(x)de + [y + xf (z)] dy
sia esatta in R

b) In corrispondenza alla f trovata al punto a) calcolare / w, dove
v
7(t) = (cos?t,sin®t), con t € [0, g]

3) Calcolare il seguente integrale:

472 — 2

ds
s v/ 1+ 2x2 + 292

dove S e la parte del paraboloide di equazione z =

(2% + y?) contenuta nel primo

Sl

ottante e delimitata dai piani z = 0 e z = V/2.
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Svolgimento

1) Possiamo riscrivere, per « # 0, I’equazione nella forma

1 2
/
= Zy+ =1,
y="y xQ\/Q
< . . . 1 2 1 o
che & un’equazione di Bernoulli con a(z) = —, b(z) = — e s = 3 Per semplicita ci
x T
limitiamo a considerare z > 0.
Con la sostituzione z = /y, da cui 2’ = 1 y', si ottiene
) 2\/@ )
PR B
2./y Y=o V9T
OvVVero
,_ 11
d=—z+ =
2z x?

che e un’equazione lineare. Utilizzando la formula risolutiva risulta

Z(I) — e%logl’ (/ 6_%10g$ i?dl‘ + C) = \/E( %dl‘ + C)
X €xr2
21 2
= \/E(———3+C> =CyVz — —.
3 3

€x2

Pertanto si conclude che

o) = (a) = (Cva - 33)

2\? 2
Ora, imponendo la condizione y(1) = 0, ovvero (C — 5) = 0, si ricava che C' = 3

In conclusione la soluzione e
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2) a) Poiché R? ¢ convesso, la chiusura di w ¢ sufficiente per l'esattezza. Dato che risulta

%—j =@+ f(2)
0
O =afe) + I

per avere la chiusura dobbiamo porre

o® + f(2) = af'(z) + f(2)

2
cioe f'(x) = z. Quindi ad esempio la funzione f(x) = T soddisfa le condizioni

richieste.

3

3
b) Poiché la forma w(z,y) = 5:623/ dx + (y—l— %) dy ¢ esatta in R? detto F un

potenziale di w, I'integrale curvilineo su 7, che ¢ una curva semplice e regolare, ¢ dato

da

[e=F((3)) - Fa o).

Y

Cerchiamo dunque un potenziale di w. Deve essere

OF 3

RS :—2
ox ny
oF B +x3
oy —Y 2
1
da cui F(z,y) = = /xgy dr + p(y) = §$3y +o(y) e
OF 1 4, 2’ : 1 s
=3¢ + ¢ (y) 5 Y ©'(y) =y = oy) 5 Y T

Quindi concludiamo che, ad esempio, la funzione

1 1
Fz,y) =5 $3y+§ y?
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e un potenziale di w. Pertanto risulta

/w = F(0,1) — F(1,0) = %

o

3) Osserviamo innanzitutto che S & una superficie regolare e che f ¢ continua, quindi

I'integrale esiste. Una parametrizzazione della superficie ¢ data da

;

x(p,0) = pcosb

y(p,0) = psind
1 2

Z(p,&) = E P

\

doveO§9§geO<p§\/§. Poiché

T, Yo Zp cos sin 6 \/5,0

To Yo 2o —psin® pcosf 0

risulta L = —v/2p? cos 8, M = \/2p?sinf, N = p, dacui VL2 + M2 + N2 = /2p* + p2 =
p\/2p? + 1.

Pertanto I'integrale diventa:

1

42 — V2 15 4p? cos? 0 — —=p?
T s :/ / V2l T+ 202 d6 dp
s v/ 1+ 222 + 292 0 0 14 2p?

V2 3 1 V2
= 3d / <4cos29——) dd={1——|m,
/0 par 0 V2 4

™

tenendo conto del fatto che / ’ cos?6df = %
0
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IV appello - 21 Settembre 2004

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni:

nr?—1
n3+1

oy = nasn (1) s clooch n .

Verificare se vale il passaggio al limite sotto il segno di derivata.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

(

//_ ,: 1
y — gy =etl
1 ¥'(0) =0,
y(0) = 0.

\

3) Calcolare il seguente integrale:

- para

dove A ¢ la parte del semipiano x > 0 delimitato, nel primo quadrante, dalla cir-

conferenza di centro 0 e raggio 1, e nel quarto, dalla retta di equazione y = 2x —

2.
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Svolgimento

1) Studiamo la convergenza puntuale. Poiché risulta

lim nzsin
n—-+oo

o (na?—1
BT
nd+1 n—too [na?—1 nd+1 ’
<n3+1)

la successione (f,), converge puntualmente alla funzione f(x) = 0.

Studiamo la convergenza uniforme. Dobbiamo calcolare
o (na? -1
nrsin [ ————— | |.
nd+1

o (na? -1 , .
nx sin PO = 400, si conclude che la convergenza non puo essere
n

lim sup
n—-4o0o >0

Essendo sup
x>0

uniforme.

Verifichiamo direttamente se vale il passaggio al limite sotto il segno di derivata: risulta

df( ) C(nx?—1 N on2x? nz?—1
— f,(z) = nsin cos [ ———
dx n3+1 n3+1 n3+1

e dunque

lim —
n——4oo d{E n—-+oo

) (an—l)
2 S| —o———— 2.2 2
dfn(x)z lim n(nm 1) nd+1 2n’x S(nx 1) o,

n3 +1 nx? —1 +n3+1co n3 +1
n3+1
: N d . : - . .
D’altra parte e anche o f(z) = 0, pertanto vale il passaggio al limite sotto il segno di
x
derivata.

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea.

Ponendo 3’ = z 'equazione diventa

1
z=x+1
z+1
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che ¢ un’equazione lineare del primo ordine. Applicando la formula per il calcolo

dell’integrale generale si ha
2(z) = e#@ [/ B(z)e @) da + C’] ,
dove B(z) =z +1e ¢(x /— log(x + 1). Pertanto
z(z) = eloe@ ) [/(x + 1)etos@tD) gg 4 C’] =@+ 1)(z+C)=2*+(C+ 1)z +C.
Imponendo la condizione y'(0) = 2(0) = 0 si ha C' = 0, e dunque
2(x) =2 + .

3 2
Ora, y(z) = /Z(x) dr = /($2 +x)dx = % + % + B e dalla condizione y(0) = 0 si

ricava che B = 0. Concludiamo pertanto che

x> a?

y(x) 23—1-?.

3) L’insieme A ¢ costituito da due parti, cioe A = A; U Ay dove
Ay ={(z,y) eR*: 0<z<1, 0<y<VI—a?},
Ay ={(z,y) eR?: 0<2 <1, 20 —2<y <0}
Possiamo pertanto dividere 'integrale ed ottenere

/A(zx—ymxdy://Al(zx—y)dxdy+/A2(2x—y)dxdy.

Consideriamo il primo integrale: risulta A; = {(p, 0): 0<p<1,0<6< 2} pas-

sando in coordinate polari, e dunque, per un teorema di riduzione,

1 ™
// (2x —y)dedy = //2(2pcos«9—psin9)pdpd9
Aq
= /pdp/ 20089—sm0)d0

= 3[2s1n9+0059]§ = §



Facolta di Ingegneria-Ingegneria Informatica e delle Telecomunicazioni(Orvieto)A.A.2003/200417

Per quanto riguarda il secondo integrale si ha

1 0 1 yz 0
// (2 —y)dxdy = / / (2x—y)da:dy:/ [2&73/——} dx
Ao 0 J2r—2 0 2 |9, o
1

= /0 [—2x(2x —-2)+ M] dx

' 2 1" 4
= / (2 —22%) dr = {Qx - —x?’] = .
0 37 ], 3

//A(Q:U—y)d:z:dy: g

Concludiamo dunque che
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V appello - 10 Dicembre 2004

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie di funzioni:

f log(nz) € [1,+00)
n=1 2n($ + 1)n’ ! e

e stabilire se, nell'insieme dove la serie converge puntualmente, converge pure total-

mente.

2) Risolvere la seguente equazione differenziale:

y — 4y = e** +sinx.

3) Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = (f(y) + x) cos xdx + (3 sinx + Zy) dy,

definita in R = {(z,y) € R*: y > 0},
a) determinare una funzione f € C'(]0,+00)) tale che w sia esatta in R.

b) In corrispondenza alla f trovata al punto a) calcolare / w, dove
v

7 ¢ Dellisse di equazione z? 4+ 4(y — 1) = 1.
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Svolgimento
. log(nx) . .
1) Studiamo la convergenza puntuale. Se x > 1, posto a,, = m, possiamo applicare
n T n
il criterio del rapporto ed ottenere
any1 log((n+1)x) 2"(1+4+x)"  log((n+ 1)) 1
a, 2" (14+z)"t log(nw) — log(nx)  2(1+x)

da cui

lim =

n—too a,  2(1+z)

1

Pertanto la serie converge, dal criterio del rapporto, se < 1, ovverose xr > —3

1
2(x+1)
Concludiamo pertanto che la serie data converge puntualmente in [1, +00).

Vediamo se la convergenza ¢ totale. Si osserva che, essendo logy < y, per ogni y > 1,

si puo maggiorare il termine generale nel seguente modo se z > 1:

log(nx) nw n " n z \"
ap = < < < — = Ln7
2z +1)n T 20(x 4+ 1) T 2¢(z+ 1) T 2 \z+1

x
poiché T < 1, se x > 1. D’altra parte L, ¢ il termine generale di una serie
x

convergente (si verfica con il criterio del rapporto). Pertanto la serie data e totalmente
convergente in [1,+00). Di conseguenza, le serie converge anche uniformemente in

(1, 400).

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea a coeffi-

clenti costanti.

Risolviamo l’equazione omogenea associata
1"
y —4y = 0.

Poiché I'equazione caratteristica ¢
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le cui soluzioni sono a; = 2, as = —2, l'integrale generale dell’equazione omogenea
associata e

y(z) = ae* + be
con a,b € R.

Studiamo ora ’equazione completa. Per determinare un integrale particolare dell’e-

quazione data consideriamo le due equazioni:

1)y —dy=e*

1"

(2) y —4y =sinz

Risolviamo la (1).

Il termine a secondo membro ¢ del tipo
ﬁ(l') — ekx

con k = 2. Poiché k£ = 2 e soluzione dell’equazione caratteristica con molteplicita

1 =1, possiamo cercare una soluzione particolare della forma
— A 2x
y1(x) = Aze™®,
con A € R, da cui, derivando, si ottiene

Y (z) = Ae*® + 2Axe®

y, (z) = 4Ae™ + 4 Aze®.

Sostituendo, la (1) diventa (44 + 4Az)e* — 4Aze®® = €**, cioe 44e* = ¢?*, da cui

1
A=-.
4
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Risolviamo ora la (2). Abbiamo a secondo membro un termine del tipo ((z) =
P(z)eP* sin(gx), con p + ig = i che non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica.
Pertanto dobbiamo porre

y2(x) = Acoszx + Bsinz,

con A, B € R, da cui

yo(z) = —Asinz + Bcosx

"

Yo () = —Acosz — Bsinz.

Sostituendo in (2) si ha:

—bAcosx —5Bsinx = sinx
: r .. L.
dacuiA=0eB= —5 quindi ys(x) = —gsinz.

In conclusione un integrale particolare &

1 1

y*(x) = ?/1(55) + yQ(x) = erh — 5 sinx

e dunque l'integrale generale dell’equazione data e

2x

1
y(r) = ae®™ + be ¥ + % = sin x,

5

con a,b € R.

3) (a) Poiché R ¢ convesso, per avere 'esattezza basta provare che w ¢ chiusa. Poiché si ha

X
%—y — f(y) cosz,
oy 2

o 3 cos T,

2 2
deve essere f'(y)cosxz = — cosz, ovvero f'(y) = —, e quindi ad esempio la funzione
Yy Yy

f (y) = 2logy verifica le condizioni richieste.
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(b) Poiché la forma
2
w(z,y) = (2logy + x) cos x dx + (— sinx + Qy) dy
)

¢ esatta in R e la curva ~ e regolare, con supporto contenuto in R e chiusa, per un

/7w2

noto teorema risulta



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Informatica e delle Telecomunicazioni A.A. 2004/Z

I appello - 24 Marzo 2005

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni:

'ITL

m, ZL'ZO,TLZl

fn<x> =

1 n

Verificare che lim z = 0.

n—+oo Jg n + xn

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

(1+2%) y +ay =2+ 2%

3) Calcolare il seguente integrale:

/// dx dy dz
I= ;
E1+x2—|—y2+z

dove E ¢ la regione di spazio delimitata dai due paraboloidi di equazione z = 22 +

y? e z=2— (22 +9%).
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Svolgimento

n

1) Studiamo la convergenza puntuale. Se 0 < z < 1 risulta lim

———— = 0; inoltre, se
n—+oo 1 + 2"

x> 1, si ha
n n 1
n—too N4 22 notoo g2 (o 1) n—too g (B + 1)

Pertanto la successione (f,), converge puntualmente alla funzione f(x) = 0.

n

Studiamo ora la convergenza uniforme. Dobbiamo valutare lim sup ———— e quindi
n—+00 x>0 N+ T

studiamo la derivata f/(z). Poiché

’I’I,,I‘n_l n — xQn
fulz) = : 22 )’
(n + 22n)
risulta f/(z) = 0 se e solo se 22" = n, ovvero z = elognﬁ; quindi f/(z) > 0 se

log v/ lo log /1

O<z<e n efl(zr)<0sex>e 2 Pertanto il punto z = e » & un punto di

massimo locale.

Si ha allora
: " , , 1
lim sup———> = lim im —— =
n—+00 ;>0 N+ 2 notoon 4+ n  n—too 2¢/n

0,
cioe si ha convergenza uniforme.

Dal momento che le f,,(x) sono continue in [0, 1] e la successione ( f,,), € uniformemente
convergente, per un noto teorema vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Pertanto

1 n 1 n
lim x—dx:/ lim — dr = 0.
0

n—+oo o M+ x2n n—-+oo N 4+ 2"

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea.

L’equazione si pud riscrivere come

/+ x = T
YT e ¥=5
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pertanto l'integrale generale ¢ dato dalla formula

y(x) = e /b(x)e‘A(x) dx+C |,

1
dove C € R, A(x) = /a(:v) dx,con a(zr) = —ﬁ eb(x) =x. Cosi A(x) = —/ T gr=—l

1+ 22 2
e quindi

. _—xlog(z2+1) / L log(1+x?) 1 / 2
) = e 2 T e2? dr +C R zV1+22de +C

1 1 3 1 C
= —— ([=(1+2*)2+C )| =-(1+2")+ ——, C eR.
T \ 3¢ ) 1 )t A=
. L o 1 1
Imponendo la condizione iniziale si ottiene y(0) = 3 +C = g see solo se C' =0, e

quindi la soluzione cercata e

1
o) = S0+ 22)
3) L’insieme E si pud scrivere come

E={(wy2) €R: & +y* <2<2- (@ +1)}.

0
o

“*"1 iy
L

R
e

h, WL,
R
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Passando in coordinate cilindriche, E diventa
E={(p,0,2) €R®: 0<0<2r, 0<p<1, p*<z2<2—p*},
e dunque, applicando un teorema di riduzione,

u ' 2ot p ! 2_p2
=) o) d e =2 log(1 + p? + 2)]% " d
/0 /0 p/p2 14 p2+2 77/0 pllog( p )]p P

1 1
= 27?/ pllog 3 — log(1 +2p*)]dp = 7log 3 — 27?/ plog(142p*) dp
0 0

4p
1+ 2p?

1
= mlog3 — [y 10g(1+2p2)]é+7r/ P’ dp
0

' Lop 7T 2\11 0
= 27?/0 pdp—27r/0 1+2p2dp:7r—§[log(1+2p)]Ozﬁ—glog&
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II appello - 5 Aprile 2005

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie di funzioni:

+oo 2
Z(—w%, z€eR.

n=1

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

(

Yy — 4y’ + by = be® cosx,

3) Data la forma differenziale lineare
72
w(z,y) = (v° +ye!@)dx + <3scy2 + 3) dy,

(a) determinare una funzione f € C*(R") tale che w sia esatta in
D ={(z,y) e R*: x> 0};
(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a) calcolare il potenziale che, nel punto

(1,0), assume il valore 0;

1
(¢) calcolare /w, dove 7 & larco di iperbole y = — che va dal punto A = (1,1) al
T
y

1
punto B = <2, 5) .
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Svolgimento

1) Studiamo la convergenza totale. Risulta

sup (_1)n(1 —cosx)?

zeR \/ﬁ

Y
Vn

“+o00o
pertanto la convergenza non e totale, in quanto la serie E

1
1V

Studiamo ora la convergenza uniforme. Poiché si tratta di una serie a segni alterni,

e divergente.

n=

dal criterio di Leibnitz si ha

4
<
T vn+1

IR, ()| < (_1)n+1(1 — COST)

B vn+1

e quindi

4
lim sup |R,(z)] < lim ———= =0
n=+00 peh n=too \/n + 1

Concludiamo dunque che la serie converge uniformemente, e quindi anche puntual-

mente.
2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea a coeffi-
clenti costanti.

isolvi i 71 jata. 71 istica ¢
Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica ¢
2 _
o —4a+5=0,

le cui soluzioni sono v = 2 + 4. Pertanto I'integrale generale dell’equazione omogenea
associata e

yu () = c1e* cosw + cpe® sinw, ¢, ¢y € R.

Cerchiamo ora un integrale particolare dell’equazione iniziale. Il secondo membro e del

tipo B(z) = P(x)eP* cosqx, con P(x) =5, p=1e qg=1. Poiché p+ig=1+inon e



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Informatica e delle Telecomunicazioni A.A. 2004/Z

soluzione dell’equazione caratteristica, basta cercare una soluzione del tipo

y(x) = Ae® cosx + Be"sinz.

Poiché

¥ (x) = Ae” cosx — Ae® sinz + Be”sinx + Be® cosx

1"

y (z) = —2Ae"sinz + 2Be” cos z,

sostituendo nell’equazione iniziale si ottiene:
—2Ae"sinx 4 2Be” cosx — 4Ae” cosx + 4Ae” sinx — 4Be* sinx — 4Be” cosx

+5Ae* cosx + HBe*sinx = 5e* cos .

Pertanto deve essere

A—2B =5,

2A+ B =0,

dacuiA=1e B=-2.

Dunque l'integrale particolare sara
y(x) =e"cosz — 2e”sinx
e infine I'integrale generale e
y(z) = c1e* cosx + cpe® sinw + e* cosx — 2e"sinx, c1,cp € R,
Imponendo le condizioni iniziali risulta

y0)=c+1=1 < =0
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2

e, essendo ¥/ (x) = 2¢; e%* cos x—c1e® sin r+2c9e?* sin x+coe?® cos r+e” cos xr—e® sin r—

2e*sinx — 2e” cos .,
y/(O):2C1+CQ—1202—1:O =N 02:1,
quindi la soluzione cercata ¢

y(r) = e**sinx + ” cosx — 2e”sin x.

3) (a) Essendo D convesso, w € esatta se e solo se & chiusa. Determiniamo pertanto f tale

che w sia chiusa: poiché

0X

— 32 f(z)
oy y e,
oY
= 32
o7 Y+,
. 0X .
¢ — = — se e solo se f(z) = logz. Dunque la forma diventa
dy ox

2
w(z,y) = (v + xy)dr + (33:3;2 + %) dy.

(b) Per definizione, se F' ¢ un potenziale deve essere

aF{;Z’ Yy 4y,

8ng, y) = 3zy° + %2
Integrando la prima espressione ricaviamo F(x,y) = myS—i-%ny—i-go(y) da cui %xy,y) =
3zy® + 1:1:2 +¢'(y) = 3xy* + 191:2 & ¢'(y) =0, ovvero ¢(y) = C, C € R. Poiché deve

2 2
essere F'(1,0) = 0, concludiamo che C' = 0, quindi il potenziale richiesto &
1

Fz,y) = zy’ + 52%y.
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(c) Essendo w esatta, per un noto teorema si ha

/7 :F<2,%) ~F(1,1) = —i.
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IIT appello - 20 Luglio 2005

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni:

ful) = lzi(fﬁ), v>3.

4
1
log(nz) , _

Verificare che lim
n—+too [3 nr —1

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

(1+cos®x) y —sin(2z) y =sinz (1 + cos z),
m
— =0.

Y <2)

3) Calcolare I'area del dominio D contenuto nel 1° e nel 2° quadrante, delimitato dalla
cardioide di equazione
z(t) = cost + % cos(2t)
y(t) = sint + 5 sin(2t)

con t € [0, .
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Svolgimento
. . . log(nx) .
1) Studiamo la convergenza puntuale. Risulta 111_{1 ———— = 0, dunque la successione
n—+oo NI —

(fn)n converge puntualmente alla funzione limite f(z) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme. Bisogna calcolare il limite

. log(nx) ) log(nx)
lim sup = lim sup :
n—+00 z>3 | NT — 1 n—+00 x>3 NI — 1
log(nx)

Per determinare 1’estremo superiore di studiamo la derivata

nr —

;o nx—1—nz log(nw)
Jal@) = x(nxr —1)2

Poiché f/(z) < 0, per ogni z > 3, si ha che f,(z) ¢ decrescente in [3, +oo[, quindi

log(3
sup fn(z) = fu(3) = ;)g( n) Pertanto, essendo
>3 n—1
| |
lim supM = lim —og(3n) =0,

n—to0 z>3 NT —1  n—too 3n — 1
concludiamo che f & uniformemente convergente in [3, +00[.

Infine, dal momento che le f,(x) sono continue in [3,4] e che la successione (f,), €
uniformemente convergente, per un noto teorema vale il passaggio al limite sotto il

segno di integrale. Pertanto concludiamo che

4 4
lim de:/ lim dezo.
3

n—+oo [3 nr —1 n—-+oo NI —

2) Dividendo per (1 + cos? z) 'equazione diventa

,  sin(2x)

14 cos2x y=sm,

che ¢ un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea.
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Dalla formula che fornisce I'integrale generale si ha

y(z) = @ ( / B(z)e ) da + C) :

in(2
dove C € R, p(z) = /a(a:) dx. Nel nostro caso si ha a(z) = fj—n((:—o?a: e f(r) =sinz,
9 g
quindi ¢(z) = /W dr = —log(l +cos’x) + k, k €Re
cos?

y(a:) _ eflog(lJrcos2 x) (/ sin elog(1+cos2 x) dx + C)

1
= T ez (/sinx(1+0082x) d:c—l—C’)
cos? x

1
— Troo?s (/sinxdx—i—/sinxcoszxdx—i-(}')
cos? &

1 1
= — (—cosx—gcos?’x—i-(]).

14 cos?x

™
Imponendo la condizione iniziale si ottiene y <§> = (' = 0 e quindi la soluzione cercata

e

cosx+%cos3x 1+ Lcos?x
y(x) = — 5 = —cosr —————.
1+ cos?z 1+ cos?z

3) Possiamo utilizzare la formula di Green

1
Area(D) = 5 [rF (D)(x dy — ydz).

La frontiera di D (vedi figura) risulta composta da un arco di cardioide e da un

segmento dell’asse x.
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05 1 15
Tenendo conto del fatto che il contributo sull’asse = e nullo, si ha

Area(D) — % /0 ﬁ{[eost—i—%cos(%)} [cost + cos(21)

1
- [Sint + 3 sin(2t)] [—sint — sin(2t)]} dt
I 5, 3 ., Lo, 3
=35 cos”t + 5 cost cos(2t) + 5 cos (2t) + sin“ t + 2 sin ¢ sin(2t)
0

1
+ 5 sin2(2t)] dt

1 /(3 3
= 5/ {§—|—§[COSt(COSQt—SiHQt)—|—2$in2tCOSt]}dt
0
3 3 T 3 2
= Zﬂ—{_é_l (cos®t — costsin®t) dt
0
3 3 T 2 2
= 3 +4_1 (costcos”t — costsin”t) dt
0
3 3 T .9 i 2
= Z?T—{—Z [(1 —sin®t)cost — costsin”t] dt
0
3 3 [ )
= Zw+zl i [cost — 2 costsin® t] dt
3+3/’r L 3 [sin®t]” 3+[,t]ﬁ 3
= “g+> [ costdt— = = -7+ —[sint]j = -.
47 4 J, 20 3 ], 4 4 4
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IV appello - 20 Settembre 2005

1) Stabilire se esiste il seguente integrale generalizzato:
/+oo dr
1 ] —eve-l '
2) Trovare la soluzione dell’equazione differenziale
y/// + 4y” + Sy/ _ 6_2m

che verifica le condizioni

4
LRy =0
y(0) =0,
y(0)=0

\

3) Calcolare la lunghezza dell’arco di epicicloide di equazioni

3cost — cos(3t), -
3sint — sin(3t),
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Svolgimento

1) Possiamo scrivere

/+°° de /2 de /+°° dzx
1 1—€Vw_1_ 1 1 —eve-l 2 ]_—6V$_1'

Per quanto riguarda il primo integrale, si tratta di un integrale in senso generaliz-

1
zato in quanto la funzione f(r) = ——— ¢ illimitata in prossimita di 1. Infatti
1—eve-l
1
lim+ 1ot = —oo. Sfruttando il teorema del confronto asintotico, calcoliamo il
r—1 A
limite
)
1, se a = %
| f ()] (z —1) o Va1 1
tim L gy EZ S gy VIS gt o 1
I i A e B A T )T = 0 e
+00, se a < 3

\
1

Poiché f e un infinito di ordine av = 5 < 1, f(x) & G-integrabile in [1, 2].

Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che f(z) ¢ Riemann-integrabile

in ogni intervallo [2,z], con x > 2, essendo continua. Applichiamo il teorema del

confronto asintotico e calcoliamo, con o > 1, il seguente limite:

lim f(z) = lim *

—+00 x% x—+oo | — eVe—1

=0,Va>1.

Concludiamo dunque che f(z) ¢ G-integrabile anche in [2,4o00[, essendo f un infin-

dz

+oo
itesimo di ordine superiore a pos a > 1, e pertanto esiste I'integrale /1 [T

2) Sitratta di un’equazione differenziale lineare del terzo ordine non omogenea a coefficienti

costanti.

Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica ¢

o® +4a* +3a =0,
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le cui soluzioni sono a; = 0,y = —1, a3 = —3. Pertanto l'integrale generale dell’e-

quazione omogenea associata e
yu(z) = A+ Be ™ +Ce ™™, A,B,CeR.

Per determinare un integrale particolare dell’equazione iniziale cerchiamo una soluzione

del tipo

poiché -2 non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica.

Poiché ' (v) = —2ae2*, §'(x) = 4ae™%, § () = —8ae~2*, sostituendo nell’equazione
1 1

data si ottiene 2ae™2* = ¢7%*, dacuia = 5@ dunque y(z) = 56_29”. L’integrale generale

e pertanto

1
y(x) = A+ Be ™ + Ce ™™ + 56_23”, A, B,CeR.

Imponendo ora le condizioni iniziali si ha

( (
lirf y(x) =A=0, A=0
1 1
y(0)=B+C+-=0 < {B=-=
2 4
1
y(0)=-B-3C—-1=0 C:_Z
\ \

e quindi la soluzione sara
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3) Utilizzando la formula L., = /2 V(@ ()2 + (v (t))2 dt si ha
0

L, = /2 V/(=3sint + 3sin(3t))2 + (3cost — 3cos(3t))2 dt
0

- /2 \/9 sin? ¢ + 9sin?(3t) — 18(sint sin(3t) + cost cos(3t)) + 9(cos? t + cos2(3t)) dt
0

= /2 /18 — 18(sin t sin(3t) + cost cos(3t)) dt = \/E/2 V1 — cos(2t) dt
0 0

= \/E/2 V2sin*tdt = \/%/2 sint dt = \/%[—cost](? = 6.
0 0
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V appello - 29 Settembre 2005

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

falz) = nPze ™" 2>0.

1

. . _n2
Verificare che lim n3re ™ dx = 0.
n—-+4oo 0

2) Determinare, per z > 0, la soluzione dell’equazione differenziale
xy" — yl =logx

che verifica le condizioni lim y(x)=0ey(l) =1
z—0

3) Data la seguente forma differenziale lineare:

l—xd +x2—2x
T
1+y 2(1+y)?

w(z,y) = dy,

definita in R = {(x,y) € R*: y > —1} si chiede di:

(a) verificare se w ¢ esatta in R;

(b) calcolare / w, dove 7 e la curva di equazioni parametriche
Y

x(t) = 1 — cost, el T
el0,=1.

03]
y(t) = tcost,



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Informatica e delle Telecomunicazioni A.A. 2004/Z

Svolgimento
1) Studiamo dapprima la convergenza puntuale. Se x > 0 risulta

lim fo(z) = lm nlze ™" =0,
n—-+4oo n—-+o0o

pertanto la successione (f,,), converge puntualmente alla funzione f(z) = 0.

Per studiare la convergenza uniforme bisogna valutare

lim sup|f.(z) — f(z)] = lim supnize ™"
n—-+o00 z>0 n—-+o0o z>0

Studiando la derivata, si ha f’(z) = n (1 — n2z), da cui f/(z) = 0 se e solo se
1 1 1

r=—, fu(r) >0se0<z<—efi(r) <0sex>—. Siconclude dunque che il
n n n

1
punto r = — € un punto di massimo. Pertanto
n

lim supn?’xe_"%: lim f, <—) = lim ne " =400
n

n—+00 >( n—-+00
dunque non si ha convergenza uniforme in [0, +00).

Per quanto riguarda il passaggio al limite sotto il segno di integrale, non possiamo

applicare il teorema che sfrutta la convergenza uniforme. Tuttavia risulta direttamente

2 1 2

! 2 2 1 2 2 e ¥ s e " 1
ndre " dr = —[nxe " "5+ [ ne " Tdr = —ne " — — _—ne " — +=,
0 0 n n n
0
da cui
1 2
. 2 . 2 e 1
lim ndre dr = lim |—ne™ — + = =0.
n—-+oo 0 n—-4o0o n n

2) Ponendo y' = z e dividendo per z, I'’equazione diventa

o lz+ logx’
x x




Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Informatica e delle Telecomunicazioni A.A. 2004/Z

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Applicando la

formula che fornisce I'integrale generale si ottiene

2(z) = e#) { / B(z)e=#® dg + o} ,

|
= ogx' Pertanto

dove ¢(x) = /% =logz +k e B(x)

z(x):x{/loffdx+c}:x{—

e quindi

1 1
Ogm+/—2d$+0}:—logx—l+0x
x x

C C C
y(@) :—$+EI2—/10g$d$:—$+§$2—$10g$+I+D=EmQ—xlogx+D.

Imponendo le condizioni date risulta

z—0t z—0+

C
lim y(z) = lim (5952 —xlogx + D) =D =0,

y(1) =

da cui C' = 2 e la soluzione cercata ¢ y(z) = * — rlog x.

3) (a) Essendo R convesso, per verificare che w ¢ esatta basta provare che w € chiusa. Poiché

0X z—1

oy (1+y)?
oY 2x — 2 z—1

or  2(1+y)? (1+y)?

w ¢ chiusa, e dunque anche esatta in R.

(b) Poiché w & esatta in R e la curva 7 e regolare, con supporto contenuto in R, detto

F(z,y) un potenziale di w, si ha
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Cerchiamo pertanto un potenziale F'(x,y). Deve essere

OF (z,y) X_l—:c

ox 14y’
_ 21 — x?
da cui F(z,y) = 0ty +o(y) e
OF (z,y)  2°> -2z , 22 — 21
= + S VO
Oy 21+y)? 7 B 2(1+y)

se e solo se ¢'(y) = 0, ovvero ¢(y) = k. Pertanto concludiamo che

2r — 12

F(a:,y):m

+ k,

™

/w =F (2 (5) 0(5)) ~ Flal0),4(0)) = F(1,0) ~ F(0,0) = %
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VI appello - 12 Dicembre 2005

1) Studiare la convergenza puntuale e totale della serie di funzioni

+oo 9—nz

Zol+xn, x> —1.

Stabilire, motivando la risposta, se sussiste 'uguaglianza
e
— ) 1+ Pl <1+ o

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

3) Calcolare I'integrale:

1 V2
dove 7 & 'arco dell’ellisse di equazione 22%+y* = 1 congiungente i punti A = (5, \/7—)

e B=(0,1).
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Svolgimento

1) Studiamo la convergenza puntuale. Applicando il criterio del rapporto si ha

Uny1 9—(ntl)z 1 4 4n B

ay, 14 gntl 2—nz - 1+xn+1'

Ap+1

Ora,se —1 <z <1le lim

n—-+o0o an

= 27" < 1seesolosexz > 0, dunque la serie converge

puntualmente se 0 < z < 1, mentre non converge se —1 < x < 0.

Se x = 0 chiaramente la serie non converge.

. . An+1 1 . .
Se z > 1 risulta lim —+ = —— < 1, pertanto la serie converge. In conclusione, la
n—+oo Ay, T 2°

serie converge puntualmente in |0, 4-o00].

Studiamo ora la convergenza totale. Poiché

2777,.%
S () > 1 =1,
;i%’f (z) > Jim

la serie non converge totalmente in |0, +o0.

Tuttavia si ha convergenza totale in [a, +00), per ogni a > 0. Infatti, se x > a, risulta

1 1

fulz) = (1 27 S Sna

L,
+00 +00 1 n 1
e Z L, = Z <§) < 400, essendo una serie geometrica di ragione 50 < 1.
n=0 n=0
Sussiste infine 'uguaglianza poiché la serie di funzioni converge totalmente, dunque

anche uniformemente, in [1,2] e le f,, sono continue.

2) Sitratta di un’equazione differenziale di Bernuoulli, cioé v/ + a(x)y = [(z)y®, con s = 2.

Posto z = y~!, 'equazione diventa

/ Z :
2 +— = —snx,
T
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che ¢ un’equazione differenziale lineare in z. Applicando la formula che fornisce

I'integrale generale si ha

2(z) = A ( / B(z)e 4@ dx + C> ,

dx

dove C € R, A(z) = — = —logz e B(x) = —sinz. Pertanto
x
1 1 .
z(r) = — {—/wsinxdxjtc] = — |:$COSI—/COS$dx—}—C:| oS — sinx g
x T " .
e dunque
(0)=— -
xTr) = —= .
Y z(x) xcosx —sinx + C

Imponendo la condizione iniziale si ottiene
T T T
Y (2) 2(C —1) p T h

. . x
pertanto la soluzione cercata ¢ y(x) =

rcosx —sinw + 5 + 1 '

3) Una rappresentazione parametrica di v ¢ data da

pertanto si ha

At2 1+ 2¢t2
_ / 2 / 2dt =41+ ———dt =/ ———dt.
ds = /(0 + ()2 dt = \[1+ Tz dt =\ T 5
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L’integrale risulta allora

1— O V1 =212 |1+ 22
/Mds _ / A2l Ly
v

(1+222)3 (14 22)3 V1 =21

0 0 0
1+t 1 4t dt
_1 14 2¢2 4 J 11+ 2t 11422

1
2

|
N|=

2
= qlos(1+20)[ ) + —sarctan(van)”,
1 . V2 11 3
= —ar Il —_— - = -
\/ﬁaca 5 1 og2
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I appello - 24 Marzo 2006

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
1 2
folz) = ﬁ—i-mc e " x>0.
Verificare se vale il passaggio al limite sotto il segno di derivata.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Yy Y —cosz
l+e® ’
y(0)=0
3) Data la forma differenziale lineare:
z )
= d d
wlw.y) = drt

calcolare /w dove v ¢ la curva da A = (0,0) a D = (—1,0) coincidente con ’arco di

”
parabola y = 2% tra A e B = (1,1) e con la spezzata che congiunge i punti B, C' = (0, 1)
eDtraBelD.
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Svolgimento

n'r 0, quindi la

1
1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale, si ha lim (—2 +nx | e
n—-+oo n

successione ( fy,), converge puntualmente alla funzione f(x) = 0.

Studiamo ora la convergenza uniforme. Dobbiamo valutare il limite

( 1 ) _n2x
- +nx | e
n

Calcoliamo dunque la derivata f/(z): f(z) = e ™*(n — 1 — nz), e dunque f’(z) = 0
-1 —
o Inoltre f/(z) >0se 0 <z < n

lim sup
n—-+o0o >0

o (G )
= lim sup|— +nx)e .

n—-+oo y>0 \ 12

ef;L(q;)<Osex>n_

se e solo se x =

nd n3 n3

concludiamo dunque che

1 n—1 1
lim sup | — +nz e = lim fn = lim —en!= 0,
n—-4o0o z>0 n2 n—-4o0o n3 n—-4oo N,

e pertanto la convergenza ¢ uniforme in [0, +00).

Osserviamo infine che lim f/(0) = lim (n — 1) = 400, dunque non vale il passaggio
n—-—+00 n—-+o0o

al limite sotto il segno di derivata.

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea. Dalla formula

risolutiva, l'integrale generale ¢ dato da

y(z) = e A@ ( / b(2)eA® dz + c) ,

1
con C € R, A(z) = / alw) d, dove a(z) = ——— ¢ {z) = cos. Pertanto risulta
d.r e’
A(z) = _ on(] 4t
(@) /1—}—6—93 /1_,_ea:dx og(1l+€") + k e dunque

y(z) = e losllte) (/ eoel+e™) cos - da + C>

1 1
= /(1+ex)cosxd:c+C = sinx—l—/ewcos:cdx—l—c :
1+4e* 14e®

Integrando due volte per parti si ha:

/excosxdx:excosx—l—/exsinxdx: (cosx—i—sinx)ex—/excosxdx,

1
da cui /er cosx dr = 5(008 z +sinz)e” e quindi

1 1
y(x) = (sinx + 5(0081‘ +sinz)e” + C’) :

1+ e®
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Imponendo la condizione iniziale si ottiene

1 1 1
=-4+-C=0 & (C=—=
y(0) 173 5

quindi la soluzione cercata ¢

e*(cosx +sinz) + 2sinx — 1
2(1+e7)

y(z) =

3) La curva 7y ¢ unione delle tre curve 7, 72, 73, dove

x =1, r = —t, x = —t,

y:t27 N yzla N yzl_ta

Risulta dunque / W= / w + / w + / w. Calcoliamo separatamente i tre integrali: si
v

ha
o= [ i
w:
" 01+t2

1 1
= —log2+2 ( —t+1——> dt

t3
+1

1
[log(1+t2)](1)+2/0 — dt

2 t+1
1 5 3
:§log2—|—2( log\t—l-l\]) §—§log2,

1 0
/w:—/tdt:——
Y2 2 -1
1— to—t—2
/w: —dt—/ —td——/ 2o

= —2—2[log|2 —t|]g = —2 + 2log 2

e dunque

5 3 1 1 7
— 2~ Zlog2 -~ —2+2log2 = = log2 — —.
/7“’ I B R BT
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II appello - 6 Aprile 2006

1) Studiare la continuita in R? e la derivabilita e la differenziabilita in (0, 0) della funzione

sin(z?® + y?)
fla,y) = { (L+sin*z)/a? + ¢

0, (z,y) = (0,0).

(z,y) # (0,0),

2) Studiare la convergenza puntuale e uniforme in R\ {0} della serie di funzioni:
+o0o

(z+1)"
Z ZI;n$2n :

n=1

3) Calcolare I'integrale
/ / dz dy
VI -+ Y -+ 1’
dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (2,0) e (0,1); verificare poi il risultato ottenuto

utilizzando le formule di Green.



FACOLTA DI INGEGNERIA - CORSO DI LAUREA IN ING. INFORMATICA E DELLE TELECOM. A.A.2005/2006

Svolgimento

1) La funzione ¢ continua se (z,y) # (0,0), essendo composizione di funzioni continue. Nel

punto (0,0) dobbiamo studiare il limite

O
lim f(z,y)= lim sin(a” +y')

(2,49)—(0,0) (@.9)=(00) (1 + sin® z) /22 + 32

Passando in coordinate polari si ottiene

sin(p? cos® 0 + p*sin 0) " sin(p? cos® 6 + p*sin® 0) p?(cos® O + psin® ) 0
11m = 111m = (.
p—0  p[1 + sin?(pcos )] p—0  p3(cosd O+ psin®@)  p[l +sin*(pcosd)]

Essendo inoltre
sin(p® cos® 0 + p*sin 0) - p3| cos? 0 + psin® 0|

< 9% (1 0
o+ s (peost)] | = pll +sid(peost)] =7 A 7O

se p — 0, il limite & uniforme rispetto a 6 e dunque f & continua anche in (0,0), essendo
f(0,0) =0.
Studiamo ora la derivabilita in (0,0). Risulta

f(:E,O) B f(0,0)

sin(z?)

li = li =0
- x 0 (1+ sin® z)|x|x
¢ 4
tim £ 08 = S0.0) _ s _
y—0 Yy =0 |yly
0 0
e dunque f ¢ derivabile in (0,0) e 8_£(0’0) = 8—‘5(0,0) =0.
Per quanto riguarda la differenziabilita in (0,0), bisogna valutare
0 0
f(z,y) = £(0,0) + a—i(O, 0)z + 8—5(0, 0)y + va? +y? e(x,y),
da cui g(z,y) = Sy e
Va2 4 y?
. S
lim e(z,y)= lim SI?(;E - y) :
(2,9)—(0,0) (@y)—(0,0) (1 +sin” z)(2? + y?)
Passando in coordinate polari si ha
sin(p® cos® @ + ptsin*@) . sin(p®cos® 0 + p*sin? 0) p3(cos® O + psin §)
im = _
p—0  p2[1 + sin®(p cos 0)] p—0  p3(cosd O + psin® @)  p2[1 + sin*(pcosd)]
Essendo inoltre
sin(p? cos® 0 + p*sin 0) - P3| cos 0 + psin® 0| < p(1+p) =0,

p2[1+sin®(pcos®)] | — p2[1 +sin*(pcosd)]

se p — 0, il limite & uniforme rispetto a 6, quindi f e differenziabile in (0, 0).

5
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+K>(1:+_1

2) La serie si puo scrivere come g 3
2z

n=1
converge solo se la ragione e, in valore assoluto, minore di 1. Bisogna dunque risolvere

n
) , che rappresenta una serie geometrica che

1
la disequazione < 1, che risulta soddisfatta se > 1 oppure x < 5 quindi la

212

serie converge puntualmente in D = } —00,—3 [U]l, +ool.

Studiamo ora la convergenza uniforme. Trattandosi di una serie geometrica possiamo

utilizzare la formula

an+1

lim sup|R,(z)] = lim sup

n—+00 zcp n—+ooep |1 —a

. N X .
dove, nel nostro caso, la ragione ¢ a = . Risulta dunque

222
z+ 1"
22 z+1"
SR I =l e ) TS <2x2>’n |;x2’— r 1]
212
e poiché
‘:B—i—l‘wrl ' |x_{_1|n+1

W 2 — 1] C e @) R — a1 O

la serie non converge uniformemente.

3) 1l dominio T si scrive come T = {(:c,y) cR?2: 0<2<2, 0<y<1— g} e, applicando

un teorema di riduzione, si ha:

// dr dy /2 /1_92f dy d /22 v
P e J—— €T = €T €T
T\/I"i‘y_"l 0 0 \/x‘i‘y‘i‘l 0 y 0
- 2/2 J24+E - Vard d:c—§<2+£>§2—é(x+1)32
N 0 2 3 2 o 3 0

= %(3\/5 —4v2+1).

Dalle formule di Green si ha poi

//ﬁdxdy ~ [ sa
Taf T+

dove OTT ¢ la frontiera di T. T" puo essere vista come 'unione dei tre segmenti 1, 2

e 7y3 parametrizzati come segue:

M )=t 0<t<2, 7: —2<t<0, v3: —1 <1 <0;
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dunque

dx dy /
—_— = 2 wx+y+1@24</ﬁVx+y+h@+/an+y+h@)
ZLV$+y+1 v

_ (% \/:dt—/ \/le25>

_ [ g 2__) 01]:%(3\/5—4\/§+1).

1—t)%
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IIT appello - 30 Giugno 2006

1) Stabilire per quali a € R esiste il seguente integrale generalizzato:

1 t 3
/ an \/de.
o Vva“

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y' — 6y = 3:5'%/_2,

y(0) = 1.

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo:

3
I :/ {—2333/2 dr + <I— +xy2> dy} ,
+FrD 3

dove D ¢ dato dall’'unione fra il semicerchio di centro (0,0) e raggio 1 contenuto nel 3° e

4° quadrante e l'insieme {(z,y): 1 <2?+9y*> <4, y > 0}.
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Svolgimento

§|

tan 2 tan &x
risulta integrabile secondo Riemann se o« < —; infattisi ha lim Ve =

/T 3 z—0t /%

1) La funzione

tan ¥/ 1_a 0 sei—2>0,
lim — \/_1:%’5 = o Invece la funzione f(x) risulta illimitata in
U 1 ses—%=0

prossimita di 0, per a > 3 poiché in tal caso si ha

tan &
lim f(z) = lim an v/ 3
xz—0t z—0t \3/5

Osserviamo che f & Riemann-integrabile in ogni intervallo [z, 1], con x > 0, essendo una

funzione continua. Inoltre si ha
_f(=@)]
lim =1

z—0t 1

NR
ol

T

1
e dunque, poiché —— & G-integrabile in [0,1] se e solo se 0 < %—g < 1, f & G-integrabile
2

ol

X

se o < =
3

2) Si tratta di un’equazione differenziale di Bernoulli, cioe¢ del tipo ' = a(z)y + 5(z)y®, con
2

alx) =6, f(z) =3res= 3 La funzione f ha come dominio R? ed esiste un intorno di

(0,1) che non contiene 'asse z in cui f, ¢ limitata, dunque vale il teorema di esistenza e

YRS . . . qe _2 . .
unicita. Per determinare la soluzione, moltiplicando per y~3 si ottiene

1 . _2 .
e, ponendo z = y'=* = y3, da cui 2/ = —y 37/, si ha

Wl <

7 =22+ x,

che e un’equazione differenziale lineare del primo ordine in z. Utilizzando la formula

risolutiva

2(z) = =A@ { / eA@ B (z) du + c] ,

con A(x) = /oz(x) dx, dove nel nostro caso o(z) = —2, da cui A(x) = —2z+k, 5(z) = x,
¢ € R, risulta

1 1
z(x) = ** {/ Ll C:| =™ {—26_2” + 3 /6_2’” dx + c} = —g ~1 + ce®”,
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e dunque

y(z) = () = <—§ - i + ce%)g.

1\* 5
Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene (c — —) =1, dacui c = 7 °

15 ,.\°
quindi la soluzione cercata & y(x) = (—g 1 + 1622) .

3) L’insieme D ¢ costituito dall’'unione di Dy e Dy, dove Dy = {(x,y): 22 +y* <1, y <0} e
Dy ={(x,y): 1 <2?+y?><4, y>0}elacorona circolare di raggi 1 e 2 contenuta nel

1° e 2° quadrante.

//ﬂfd_z__hﬁ—ﬁx
ook
f“/ = /
[ \
: — - :
D1 //."
e

Utilizzando le formule di Green si ha:

I = //D[(x2+y2)—|—4xy]dacdy://Dl[(x2+y2)+4xy]dxdy+//DQ[(x2+y2)+4xy]dxdy

=: Il -+ [2.

Passando in coordinate polari si ha Dy = {(p,0) e R? : 7 < <21, 0<p <1}, e
Dy ={(p,0) eR?: 0<0<m 1<p<2}, da cui, applicando un teorema di riduzione
per gli integrali doppi,

2 1 1 2
L, = / dQ/ (p2+4p200s031n6’)pdp:/ p®dp (7?—1—4/ costianQ)
g 0 0 s

1 ) - T
= Z(W+281n29”% ) = n
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g 2 2 s
I, = / dﬁ/(p2+4p2cosﬁsin9)pdp:/ psdp(7T+4/ cos&sin@d@)
0 1 1 0

e infine

I =1 +1,=4r.
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IV appello - 8 Settembre 2006

1) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita in (0,0) della funzione
log(1 + |zy|)
flay) = V@)

(zy), (x,y) # (0,0),

2) Dopo averne giustificato 1'esistenza, determinare i punti di massimo e minimo assoluti della

funzione
flz,y) =y* — 2% + |z

inC={(z,y): 22 +y*>—1<0}

3) Calcolare I'area del dominio D racchiuso dall’asse x e dalla curva v di equazioni paramet-

riche
x(t) = cost
v t €10, .
y(t) =sin2t
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Svolgimento

1) Studiamo la continuita in (0,0): bisogna calcolare

lim f(r,y) = lim M(my).

Passando in coordinate polari si ottiene

log(1 + p?| cos fsin 6])

lim p* cosfsin
p—0 3 p4
’ log(1 + p?| cos B sin 8]) p* cos O sin @] cos O sin 0| 0
= ]111m =
p—0 p?| cos 6 sin 0] ¢/ ’
log(1
tenendo presente il limite notevole lir% M = 1. Poiché inoltre
Tr— €T
2 - 40020 ain2
log(1+p \cos@sm@])pzcosesmg < p* cos” fsin” 0 < p% 0,
3 p4 3 p4

se p — 0 (utilizzando la disuguaglianza log(1 + =) < z, per ogni x > 0), tale limite &

uniforme rispetto a 6 e dunque f ¢ continua in (0,0), essendo f(0,0) = 0.

Per quanto riguarda la derivabilita in (0, 0) risulta

f(l’,O) B f(0,0)

lim =0 = lim ,
x—0 €x y—0 Yy
dunque f & derivabile in (0,0) e %(0,0) = 2—5(0,0) = 0.
Studiamo infine la differenziabilita: dobbiamo valutare
of aof
f(z,y) = f(0,0) + %(O, 0)z + O_y(o’ 0)y + V22 +y? e(z,y),
da cui
. . f(x,y) : log(1 + [zy|)
lim e(z,y)= Ilm ———= lim ————"(2y).
(2,5)—(0.0) (@) (@9) =00 /22 + 12 @y—00) (22 + )5 (=)

Passando in coordinate polari si ha

log(1 + p? i
lim og(1+p |C08981n9|)p2005051n9

p—0 p%
log(1 + p?| cos Osin f]) p* cos Osin f| cos Osinh| 0

= lim
p—0 p?| cos 0 sin 0] s ’
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ed essendo
2 - 40202
log(1+p |$Osesmg|)p2cosesin8 < p* cos ?sm 0 <%0,
p§ p§

se p — 0, il limite & uniforme rispetto a 6, dunque ( 1)111% )e(x, y) =0 ed f ¢ differenzi-
z,y)—(0,0
abile in (0, 0).

2) Poiché C' e compatto e f ¢ continua, dal teorema di Weierstrass esistono massimo e min-
imo per f in C. Osserviamo poi che f(xz,+y) = f(z,y), dunque senza restrizione di
generalitd possiamo limitarci a studiare i punti > 0, y > 0, dove f(z,y) = y*> — 22 + z.
Per quanto riguarda i punti interni a C = {(z,y): x,y >0} si ha

g:—Qx—i-l:O
g$
of
dy

1 1
se e solo se x = 3 ¥= 0, e dunque gli unici punti critici sono (i§’ 0), che sono punti

-2 0
sella per f, essendo H f(x,y) = =—-4<0.
0 2

Studiamo ora la frontiera di C' = C; +Cy+Cs, dove C} = {(z,y): x,y>0,9*>=1-2%},
Co={(x,0): 0<x <1}, Cs={(0,y): 0<y<1} Risulta f|g (x,y) = f(x,0)

1 1
—2?+x = gy(x) e poiché gj(x) = —2x+1 = 0se esolose r = 2 gi(z) >0se0 <z < 5

1
e gi(x) <0 se 5 << 1, 5,0) ¢ di massimo locale, mentre (0,0) e (1,0) sono di
1 1

minimo locale e f <§,O> =12 mentre f(0,0) = f(1,0) = 0.
Per quanto riguarda Cy o f}(ajs (z,y) = f(0,9) = y* = g2(y) e dunque g»(y) & crescente in
[0,1].
Infine f|51(:v,y) = 1—22% + z = g3(); ora, poiché gi(x) = —4x +1 = 0 se e solo se
1 \/15> \

&

1 1 1
xzz,gg(x)>OseO<x<Zegg(x)<OSeZ<x<1,sihaCheilpunto (ZL’T

un punto di massimo locale.
4 4’ 4

=8 g0 = (o) = Lo (155,

) sono punti di massimo assoluto, mentre,
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essendo f(0,0) = f(1,0) = f(—1,0) = 0, i punti (0,0), (1,0) e (—=1,0) sono punti di
minimo assoluto per f.

3) Utilizzando le formule di Gauss-Green si ha

Area(D) = —/ y dx,
FrDt

dove nel nostro caso la frontiera di D risulta composta da un segmento sull’asse z e dalla

curva .

Tenendo presente il fatto che il contributo sull’asse z & nullo e che v orienta Fr(D)

us us
positivamente tra 0 e —, negativamente tra — e 7, ponendo 7, := 7‘ a1 Y2 = 7| x 1, Sl
2 2 [075] [577‘-]

ha

s

5 ™
Area(D):—/ yda:+/ yda::/ sin2tsintdt—/ sin 2t sint dt
Y V2 0 3

:2/ sin®tcostdt — 2 sin®tcost dt
0 3

INE]

2 5 2
= —Sin?’t‘2 — Zgin’t
3 0 3

™

3
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V appello - 21 Settembre 2006

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

241

fu(x) = iz arctan (_

n3x3

), x>0, neNT.

2) Determinare, per = € }—g, g [, la soluzione dell’equazione differenziale

y —ytanz = 2

che passa per il punto (0,0).
3) Data la forma differenziale lineare
w(z,y) = 2zy cos(z?) dz + sin(z?) dy

si chiede di:
(a) provare che w ¢ esatta in R?;
(b) calcolare un potenziale di w;

(c) calcolare [ w dove C ¢ la curva di equazione y = sinz, x € [O, —} )
c

16
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Svolgimento

1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale risulta, per ogni x > 0,

" 22+ 1

2 1 arctan 33 9 1

lim f,(z) = lim +/nzarctan (x 3+3 ) = lim /nx e T =0,
nix

n——+o0o n—+00 n—-+00 l‘2 + 1 7131'3

323
e dunque (f,), converge puntualmente alla funzione limite f(x) = 0, per ogni z > 0.
Studiamo ora la convergenza uniforme: poiché risulta

lim sup

n—+00 2% n—+o0o n n—+o00 ’n,2

211 1 1

v/nx arctan Al > lim f, = lim arctan| — +1 ) = il > 0,
n3z3 4

la successione (f,,), non converge uniformemente a f(z) = 0.

2) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Applicando la formula

che fornisce I'integrale generale si ha

y(a:) _ e_ra(x)dx |://6(x>€—_|'a(x)dx +C:| ’

sin x

dr = —log(cosx) + k.

dove C € R, a(z) = tanx e B(z) = 2%, per cui /a(:v) dx = /
cos T

Dunque risulta

1
y(z) = o~ log(cos z) {/ gleloslcosz) g0 o C’} = {/ x? cosz dx + C’}
cos T

1
= {x2sinx—2/xsinxdx+0}

COS T

1
= |:l‘28inl‘+21‘COSZL“—2/COSZEd$+C:|
COS X

1
= [°sinz + 2z cosz — 2sinz + C| = (z* — 2) tanz + 2z +
cos

cosz’
con C' € R.

Imponenendo la condizione y(0) = 0 si ottiene C' = 0, da cui la soluzione richiesta &
y(z) = (2% — 2) tan® z + 2z.
Y

0X
3) (a) E’ facile provare che w & chiusa in R?, essendo — = 2z cos(z?) = o © dunque e
T

dy

esatta, essendo R? convesso.
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(b) Per definizione, se U(x,y) € un potenziale di w deve essere

ou = 21y cos(x?),
T

o

dy

= sin(2?).
. " . 9 . oU
Integrando la seconda espressione si ottiene U(x,y) = ysin(z?) + ¢(x), da cui — =

27y cos(z®) +¢'(z) = X se e solo se ¢'(x) = 0, cioe p(z) & costante. Pertanto ad esempio

U(z,y) = ysin(z?) ¢ un potenziale di w.

(c) Poiché w & esatta, per un noto teorema risulta

/CWZU<g,1> — U(0,0) = sin (%2)
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V1 appello - 12 Dicembre 2006

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

n+ax

fn(x):log< ), re[0,1], neN*,

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Y + 2y + 6y = 33

3) Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = f(z,y) de + —— dy,

definita nellinsieme A = {(z,y) : y > 0} si chiede di:

(a) determinare la funzione f(z,y) di classe C*(A) tale che w sia esattain Ae f(x,1) =1,

per ogni = € R;
(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a) calcolare un potenziale di w;

(c) calcolare [ w dove C ¢ la curva di equazione z* + (y — 2)* = 1.
c

19
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Svolgimento

1) E’ facile verificare che risulta, per ogni = € [0, 1],

lim f,(x)= lim log( o ):0,

n—-+o0o n—+4o0o n-+x

dunque (f,), converge puntualmente a f(x) = 0, per ogni z € [0, 1].

Per quanto riguarda la convergenza uniforme, si ha

\fn<a:>—f<x>|=rfn<x>r=—1og< " )

n—+x

d
Dovendo valutare lim sup |f,(z) — f(z)| calcoliamo —(|f.(z)|) : poiché
n—+00 2¢(0,1] dx

@ =7 (-lg () = = >0

per ogni z € [0,1], |f.(z)] & crescente in [0, 1] e dunque

i sup [f, (o) £ = Jim_1£,(0)] = tim_|~og ()] <0

n—-4oo z€[0,1] n—-+oo n—-+oo n —+ 1

Si conclude pertanto che (f,), converge uniformemente a f(z) =0 in [0, 1].

2) Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea a coefficienti costanti.
Risolviamo I’equazione omogenea associata.
Il polinomio caratteristico & a? + 2o + 6 = 0, le cui soluzioni sono a = —1 + v/5i.

L’integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dunque
yu(z) = e *[Acos V52 + Bsin \/5:15], A B eR.

Ora, un integrale particolare sara del tipo y(z) = Ce™?, da cui ¥'(r) = —3Ce™" e

_n

1
¥ (z) = 9Ce3%. Sostituendo nell’equazione si ottiene 9C'e™3* = 3e737, da cui C' = 3 Si

ha dunque §(z) = —e>® e 'integrale generale dell’equazione data &
YW =3

1
y(z) = e *[Acos Vbx + Bsinvbx] + ge_:)w.

Imponendo le condizioni iniziali risulta

1 1
g _——= - A p—
y(0) = A+ 33 © 0,

y(0)=BV5-1=1 & B=

S

20
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per cui la soluzione cercata e

2 1
y(z) = —= e "sinvVbz + §e’3x.

G
3) (a) Essendo A convesso, 'esattezza di w ¢ equivalente alla chiusura. Deve essere pertanto

of _ oY _

z.
oy Oxr vy’

da qui si ottiene che

fa.y) = /gdyw(:c) = zlogy + o(2),

con ¢ € C'(R). Imponendo la condizione f(x,1) = 1 si ottiene ¢(z) = 1, da cui
f(z,y) = zlogy + 1.

(b) Detto U(z,y) un potenziale di w si ha

oUu

— =xlogy + 1,

ox

ou  x*+4y? _x2+y

oy 2y 2y 2

2 oU 2 2
da cui U(z,y) = % log y+x+1(y); risulta quindi i = g—y—i—w’(y) = ;—y+% se e solo se
, y o 2 . 22 2

V(y) = 5o cioe Y(y) = Z+k’ con k € R. Ad esempio, dunque, U(z,y) = 5 log y—i—x—l—z

¢ un potenziale di w.

(c) Poiché C & una curva chiusa, con sostegno contenuto in A, e w ¢ esatta, per un noto

teorema si avra [ w = 0.
1
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I appello - 29 Giugno 2007

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente successione di funzioni:

fulz) = [1 — cos <n21$2>} (n*+1)2%, x> 0.

Verificare inoltre se vale l'uguaglianza

2
1
nl_lgloo 1 [1 — cos (n%Z)} (n* + 1)2* dz = 0.

2) Risolvere la seguente equazione differenziale:
xy +y=2xlogz, x>0.

Determinare inoltre la soluzione g(z) che verifica la condizione lim y(z) = 0.

x—0
// 2y dx dy,
D

dove D ¢ la parte del semipiano y > 0 delimitata dalle curve di equazione 22 + 4% =4 e

(xr —3)? +y* = 16.

3) Calcolare il seguente integrale:
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Svolgimento

1) Studiamo dapprima la convergenza puntuale. Poiché risulta, per z > 0,

1 — cos (%) (n? +1)2?
lim f,(z) = I o
i fulw) = Im Y

=0,

la successione (f,,(x)), converge puntualmente alla funzione limite f(z) = 0.

Per quanto riguarda la convergenza uniforme, bisogna valutare

: 1 2 2
lim sup {1 — cos (n%ﬁ)} (n® 4 1)x=.

n—=+00 x>(

Osserviamo che si ha

lim sup f,(z) > lim f, (l> = lim [1— Cos(l)]n2 1 1 —cos(1) > 0,

n—-+00 x>0 n—-+00 n n—-00 n2

e dunque la convergenza non ¢ uniforme in |0, +-o00].

1
Se invece x € [1,2] si ha < —;, e dunque
n

n2x?

{1 — cos (nzlﬁ)} (n®+1)2* <4 {1 — cos (%)] (n®+1),

per ogni n € N. Da qui segue che

1—cos(#)n2+1_

n—-+o00 l4 7’L4
n

1
lim sup f,(z) < lim 4 [1 — cos <—)} (n*+1)=4 lim 0,

n—+00 4e[1,9] n—+too n’

e pertanto (f,(z)), converge uniformemente a f(z) = 0 in [1,2]. Allora, poiché le f,(z)
sono continue in [1,2], per un noto teorema vale il passaggio al limite sotto il segno di

integrale e dunque

: ? 1 2 2 .
ngrfoo 1 [1 — cos <n2$2)} (n* 4+ 1a“de = /1 nl_lgloo fn(x)dx = 0.

2) Dividendo per z l’equazione puo essere riscritta come

/

y+g:2log:c, x>0
x

e si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti costanti.

Utilizzando la formula risolutiva, l'integrale generale e dato da

y(z) = =A@ < / b(a)eA® dr + (J) ,
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dove C € R, A(z) = /a(x) dx = /@ =logz + k e b(x) = 2log x. Risulta dunque
x

y(r) = 1 (Q/xlogxderC) :l (xQIng—/xdx+C>
xr X

1
= zxlogx — —x + —,
2 x

1 C
con C' € R. Imponendo la condizione lim y(z) = lim {x logx — 3T + —} = ( si ottiene
x

z—0t —0

C' =0, da cui la soluzione cercata e

y(r) = xlogz — 3%

3) Il dominio D, rappresentato in figura, & unione di D; e Dy, entrambi domini normali rispetto

all’asse x.

Inoltre

I .= // 2yd:z:dy—// 2ydxdy+// 2udr dy =: 11 + L.
D Dy Do

Per quanto riguarda il primo integrale, applicando un teorema di riduzione si ha:

2 Vi—a? 2 372
1
I = dx/ 2ydy:/ (4—x2)dx:[4a:—m—} :E.
-1 0 _ 3| 24

1 1
2 2



FACOLTA DI INGEGNERIA - CORSO DI LAUREA IN ING. INFORMATICA E DELLE TELECOM. A.A.2006/2007 4

Analogamente risulta
-3 \/16—(z—3)2 -1 . -1 923
[2:/ d:r/ 2ydy:/ [16 — (z — 3)? dv = {7x+3$2——} =—,
-1 0 -1 3| 24

33
e pertanto I = 11 + I, = T
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II appello - 12 Luglio 2007

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie di funzioni:

2n

:il%sin (‘%) . x€[-1,1].

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Yy —y = xe *y? cosx,

y(0) = 1.

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/ (* dy — ydx),
+Fr(D)

dove D ¢ la frontiera della parte di piano delimitata dalla retta y = 2 — 2z e dagli assi

coordinati.
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Svolgimento

1) Studiamo dapprima la convergenza puntuale. Se x = 0 si ottiene una serie a termini nulli,

dunque convergente.

1 2n
Se x # 0 si ha una serie a termini positivi con a,, = — sin (—) . Applicando il criterio

vn

del rapporto si ha:

(1‘2”""2) 2n+2 2n
. T
sin i
ap+1 \/ﬁ n+1 n+1 n
- 9
an, /TL +1 x2n+2 x2n “in x2n
n+1 n n
. An+1

e dunque lim —— = g%

n—-+4oo an,

La serie pertanto converge puntualmente se —1 < z < 1.

+00
1
Se x = +1 si ottiene E ——sin (—) , e poiché a, ~ b, = -, dal criterio del confronto
—) \/ﬁ n n2

+o00o
asintotico la serie converge, essendo E — convergente. In conclusione la serie converge
nz
n=1

puntualmente in [—1, 1].

Studiamo ora la convergenza uniforme. Poiché e possibile maggiorare il termine generale

della serie come

1 a* 1
ap, S S RN
\/ﬁ n nz
+00 1
e la serie numerica E — € convergente, c¢’e convergenza totale, e quindi uniforme, in
nz
n=1

~1,1].

2) Sitratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli, cioe del tipo y'+a(z)y =

b(z)y®, con s =2, a(x) = —1 e b(x) = ze " cos .
1 Z/
Con la sostituzione y = 27 = 27!, da cui iy = ——, l'equazione diventa
z
/ _ —x
Z +z=—xe “cosx,

che & un’equazione differenziale lineare in z. Applicando la formula che fornisce I'integrale

generale si ha

2(z) = e 4@ ( / B(x)e ™ dx 4 0) ,
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con C € R, A(x) = /a(m) de = / dr =z +k e f(z) = —ze " cosz. Risulta pertanto
2(x) = e ° (—/xcosa:dx—i—C’) =e " (—xsinm—i— /sina:dm—I—C’)
= —xe ¥sinx —e “cosx+ Ce ™™,

e infine

el‘

y(o) = C —zsinx —cosx

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene T = 1 & C=2 dacuila
soluzione cercata e

6.1’

T) = .
y( ) 2—xsinx — cosx

3) La frontiera del triangolo D, di vertici (0,0), (1,0) e (0, 2), risulta formata da tre segmenti,
ovvero v = y; Uy U3, dove

x(t) = —t, z(t) =0,
71 t e [—1,0] Y2 ! te [—2,0]
y(t) =2+ 2. y(t) = 1.
V3 : #(t) =1, t €[0,1].
y(t) =0,

Si ottiene allora, tenendo conto del fatto che il contributo sugli assi e nullo,

0
I = / (:BQdy—ydx):/(xQdy—ydzv):/ 22 + 2t + 2] dt
+Fr(D) V3 -

1

) 0 5
= |28+ 42 ==

Si puo pervenire allo stesso risultato anche utilizzando le formule di Green, da cui

]://D(Qx+1)dmdy.

Essendo D un dominio regolare rispetto all’asse x con

D={(r,y) eR?*: 0<2<1, 0<y <22z},
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utilizzando un teorema di riduzione si ha

I = //D(Zx—l—l)d:cdy:/ol d:c/oz21(2x+1)dy:/01(2:1:'+1)(2—2x)d:c

4
0 3 0 3
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III appello - 11 Settembre 2007

1) Stabilire se esiste il seguente integrale generalizzato:

T ging
—dx.
o Vr(r+1)

2) Determinare, dopo averne giustificato 'esistenza, i punti di massimo e minimo assoluti della

funzione
flz,y) =z —2zy + ¢
in Q =1[0,1] x [0,1].

3) Calcolare il volume del solido D delimitato dai piani z = 0 e z = z + 2 e dal cilindro di

equazione 2% + y? = 4.
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Svolgimento

1) Osserviamo che si puo scrivere

oo ging L sinz T ding
—dz = —dz + ——dx.

o Vr(r+1) o Vr(z+1) 1 Va(r+1)

Per quanto riguarda il primo integrale, risulta

: . 2
" sinz . sinz 3
1m — = 1im —- g

om0t Jr(r+1) a—0t x x+1

0,

sinx
dunque f(z) = ——=—
que f(z) V(x4 1)
Riemann, essendo estendibile con continuita in [0, 1].

e limitata in prossimita di 0 e pertanto integrabile alla

Studiamo ora il secondo integrale.
1

Vile +1)
lim 9(z) = lim v

T—+00 T o T—400 x% (1 + i)

Osserviamo che risulta 0 < f(z) < = g(x) e g(z) & G-integrabile in [1, 400),

in quanto
o

xo&
1. Pertanto, dal criterio del confronto, anche f(z) & G-integrabile in [1, +00).

>
z) ¢ G-integrabile in R].

QO W~

per a =

Quindi f

—

2) Essendo ) compatto ed f continua, dal teorema di Weierstrass f ammette massimo e

minimo in ). Per quanto riguarda i punti interni a @), risulta

0
—f =1-2y=0
J
—=-2x+2y=0
dy
1 L L (11 .
seesolosex=y= 5 e dunque 1'unico punto critico e 373 ) Essendo poi

11 0 -2
detH| =, = | = =—4 <0,
272 -2 2

272
Studiamo ora la frontiera di (), la quale puo essere suddivisa nei quattro segmenti

a,f3,7,0, dove a« = {(z,0) : 0 <z <1}, 0={(1,y): 0<y <1} v={(z1):

11\ .
— | € un punto sella.
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0<z<1}ed={(0,y): 0<y<1}. Siha f’a(a:,y) = f(z,0) = z = ¢g1(x), crescente
in [0,1], f],(2,9) = £(1.y) = (1 —9)* = ga(y), decrescente in [0, 1], /] (v,9) = f(z, 1) =
1 — z = g3(x), decrescente in [0, 1] e infine f‘(s(x, y) = f(0,y) = y* = g4(y), crescente in
[0, 1]. Si conclude pertanto che i punti (0,0) e (1,1), in cui f assume il valore 0, sono di

minimo assoluto, mentre (0,1) e (1,0), in cui f vale 1, sono di massimo assoluto.

3) Il solido D puo essere rappresentato come

D={(z,y,2) €R*: 0<z<a2+2 (x,y) €D},

dove D = {(z,y) : 22 +1y* < 4}.

Utilizzando un teorema di riduzione risulta pertanto

T+2
VOI(D):/// dxdydz:/~(/ dz) dxdy:/v($+2)dxdy.
D b \Jo b
Passando in coordinate polari si ha D = {(p,0) : 0 € [0,2x], p € [0,2]} e dunque
2 2 27 p3 2
Vol(D) = / </ p(pcosl + 2) dp> do = / [3 cosd + pz] df
0 0 0

0
o 8 8 27
:/ —cosf+4) df = |=sinf+40| = 8.
0 3 3

0
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IV appello - 21 Settembre 2007

1) Studiare la continuita in R? e la derivabilita e la differenziabilita in (0, 0) della funzione

934—|—y4
) Z, 0,0),
flz,y) = 2+ ¥z +y])(@2 +y?) (,y) # (0,0)

2) Risolvere la seguente equazione differenziale:
Yy —13y" + 36y = ™.
3) Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = B2’y —y?) do + (f(x) — 2zy) dy

si chiede di:

(a) determinare la funzione f € C*(R) tale che w sia esatta nel suo dominio D e che, nel
punto 0, assuma il valore 1;

(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a) calcolare un potenziale di w;

(c) calcolare [ w dove v & I'arco di parabola y = 22 + 2, z € [0, 1].
y

12
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Svolgimento

1) La funzione ¢ senz’altro continua in R?\ {(0,0)}, in quanto somma, prodotto e composizione

4,4
di funzioni continue. Studiamo ora il punto (0, 0), calcolando il limite h Y

m .
(@9)=(0.0) (2 + |z + y|) (2?2 + y?)

Passando in coordinate polari si ha

p?(cos* @ + sin 0)
m —
p=02 + $/p|cos @ + sin 0]

p?(cos* @ + sin 9)
2+ {/p|cos + sin 0
rispetto a 6 e dunque f ¢ continua anche in (0,0), essendo f(0,0) = 0.

e inoltre < p* — 0, per p — 0. II limite, pertanto, & uniforme

Per quanto riguarda la derivabilita in (0,0) si ha

f(l’, 0) B f(0,0)

lim = lim

X
x—0 T z—09 4 ,3/|$| o

e

lim f(0,y) — £(0,0) ~ lim 0,

y—0 Yy y—0 9 + 4 /|y
dunque f ¢ derivabile in (0,0) e %(0 0) = gg(o 0) =0.
Riguardo alla differenziabilita, infine, bisogna valutare

0 0
f(z,y) = f(0, O)—l—a—f(() 0)x —|—a—f 0,0)y + Va2 + y? e(z,y),

da cui

lim e(z,y)= lim H(z,y) lim vty

(z)—(00) @i)=00 /22 1 g2 @00 2+ |z + g + 42)3

Passando in coordinate polari si ottiene

, p(cos* 6 + sin 0)
lim =
p=02 4 {/p|cos @ + sin 0|

4 9 : 4 9
con pleos’ 9 + sin” 6) < p — 0, per p — 0 e dunque, essendo il limite uniforme
2+ {/p|cosf + sin )|

rispetto a 6, si ha che ( 1)111% )5(9&, y) = 0. Pertanto si conclude che f ¢ differenziabile in
z,y)—(0,0
(0,0).
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2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del quarto ordine a coefficienti costanti non

omogenea.

Risolviamo dapprima 'equazione omogenea associata y™® — 13y” + 36y = 0. Il polinomio
caratteristico @ A* — 1302 4 36 = 0, le cui soluzioni sono £2 e %3; l'integrale generale

dell’equazione omogenea associata e dunque

—2x 3z

2 3 -
ya(z) = 1™ + coe™ " + 3™ + cqe”7",

cong eR i=1,...,4.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Risulta 3(x) = e** P(x)
con « = 2 soluzione del polinomio caratteristico di molteplicita 1 e P(z) = 1: una
soluzione particolare, pertanto, ¢ della forma g(z) = Aze?*, A € R, da cui § (z) =
4A(1 + 2)e® e gW(x) = 16A(2 + x)e*. Sostituendo nell’equazione data si ottiene

L 2

—204e* = e** da cui A = 50 © la soluzione particolare cercata e y(x) = ~30°

Infine, 'integrale generale dell’equazione risulta

- _ x
y(x) = c1e® + cpe™ ¥ + 33 + cpe” T — 2—0627”,

cong; € Ri=1,...,4.

3) (a) Essendo D = R? convesso, w & esatta se e solo se & chiusa. Poiché

0X

a—y = 35[’2 — 2y7
Y
e fi(x) =2y,
0xX oY
si ha 0 = B e solo se f/(z) = 3x?, da cul f(x) = 2* + ¢, con ¢ € R. Poiché deve
Y x

essere inoltre f(0) = ¢ = 1, la funzione cercata ¢ f(x) = 23 + 1 e la forma differenziale
lineare diventa

w(z,y) = (3z%y — y?) do + (2 — 2zy + 1) dy.
(b) Se U(z,y) ¢ un potenziale di w, si deve avere

= 32’y — v,

G_U
2
a—y:xg—me—I—l.
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oUu

Dalla prima espressione si ottiene U(x,y) = 2%y — xy* + ¢(y), da cui rvie 3 — 2y +
Y

©'(y) = 2° — 22y + 1 se e solo se ¢'(y) = 1, cioe ¢(y) = y + ¢, con ¢ € R. Quindi ad

esempio U(z,y) = 2%y — xy* + y & un potenziale di w.

(c) Poiché w & esatta, per un noto teorema risulta

/w:U(1,3)—U(0,2) — s,

~
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V appello - 1 Febbraio 2008

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme in R della successione di funzioni:

Z sin (ﬁ)
- == nJ R
Ja(2) n+2 re
Verificare inoltre se vale la relazione
L xsin (£
lim J dz = 0.

n—too [ n 42

[= //l)(1+x)dxdy,

dove D & la parte di piano racchiusa dalle curve y = 22 — 1 e 2% + 9% = 1.

2) Calcolare il seguente integrale:

3) Calcolare I'area del dominio regolare D racchiuso dalla curva 7 di equazioni parametriche

z(t) =t —t%
v t € [0,1].
y(t) =2 — 1,

16
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Svolgimento
1) Fissato z € R risulta
x sin (ﬁ)
li ()= lim —2% =0,
n—l>r—lr-loo fn(2) n—lgloo n+2

per cui (f,(z)), converge puntualmente alla funzione f(z) = 0.

Per quanto riguarda la convergenza uniforme, bisogna valutare il limite

x sin (£)|
lim sup|f,(z) — f(x :limsu{—"
JHm sup | fu(z) = f(z)] = Hm sup — ="
e poiché
in 1
Jim sup|fu(@) = f(2)] > N [f(n)] = i o= =sind >0

la convergenza non ¢ uniforme in R.

In [0, 1] tuttavia la successione (f,,(x)), converge uniformemente a f(x) = 0; infatti

: . xsin (7 . sin (-
i sop 1) 0] = i sup 50D = ) <o

Inoltre le funzioni f,(z) sono integrabili in [0, 1], dal momento che sono continue. Vale

pertanto il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale, da cui

z

_ ! zsin () L xsin(2)
lim — dr = / lim —™*dx =0.
n—+oo [ n+2 o n—too N+ 2

2) 11 dominio D & unione di D; e Dy, dove
Dy ={(z,y): -1 <2x<1, 0<y<V1—2?},

Dy={(z,y): -1<2<1, 2?2 -1<y<0},

e dunque

[ //Dl(l+x)dmdy+//D2(1+x)dxdy.

Per quanto riguarda il primo integrale, passando in coordinate polari si ha D; = {(p,0) :

0<p<1,0<0<7}e

1 s 1
// (1—|—x)dxdy:/ dp/ (1+pcos€)pd6:/ pl0 + psind]j dp
Dy 0 0 0

1
™

= mpdp = —.
/0 2
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Per quanto riguarda il secondo integrale risulta

//Dz(ler)dxdy:/_1(1+x)dx/:_1 dy:/_ll(1+$)(1—$2)dgj

1
! x

— ]_ —_ 2— 3d = |lrT+ — — — — — = —,

/1( +x—a°—z°)dr {x—l—2 3 T T3

4
Si conclude dunque che I = 3 + g

3) Utilizzando le formule di Gauss-Green risulta:
1 1
A(D) = /xdy = / (t —t*)(2t — 3t*) dt = / (2% — 5t + 3t*) dt
v 0 0
1

2 5 3
| EpB 2y 2]
3=,

[GS I\
|
o
+
ol
I
|
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V1 appello - 26 Febbraio 2008

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e assoluta della seguente serie di funzioni:

X cos(z")
n=0

2) Determinare la soluzione dell’equazione differenziale
y — 2y —3y=4e"

che verifica le condizioni y(0) =0 e lirf y(x) = 0.

3) Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = (fly) = 2x) do +2(z —y) dy
si chiede di
(a) determinare una funzione f € C'(R) tale che w sia esatta in R? e calcolare un

potenziale di w;

(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a), calcolare / w, dove «y ¢ la curva di

.
equazione 3z% + y? = 1.
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Svolgimento

1) Studiamo la convergenza puntuale. Si tratta di una serie a termini positivi, pertanto

applicando il criterio del rapporto si ha:

m S cos(z"1) 2 1
1m —= —_=
n—too @,  n—+oo cos(xm) 27t 27

e dunque la serie converge puntualmente in [0, 1].

Studiamo ora la convergenza totale. Risulta, per ogni x € [0, 1],

cos(z") 1
< o)
2 T2
€ o & il termine generale di una serie geometrica di ragione 2 dunge convergente.
Concludiamo pertanto che c¢’é convergenza totale, e quindi anche assoluta e uniforme, in
[0, 1].

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti.

Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata y — 2y’ — 3y = 0. Poiché il poli-
nomio caratteristico & A2 — 2\ — 3 = 0, le cui soluzioni sono —1 e 3, I'integrale generale

dell’equazione omogenea associata ¢ yg(x) = cie™® + c2e3%, con ¢p, ¢y € R.

Per quanto riguarda ’equazione completa, poiché il termine a secondo membro & G(z) =
4e~* cerchiamo una soluzione particolare della forma y(x) = Aze™*, dal momento che
-1 e soluzione del polinomio caratteristico.

Poiché 7/ (z) = Ae™ — Aze @ e 7 () = —2A4e™® + Azxe™, sostituendo nell’equazione di
partenza si ha

—4Ae™* =4Ae” 7,

—X

da cui A = —1, e dunque g(x) = —zxe

L’integrale generale ¢ dato allora da y(z) = cije™® + cpe3® — ze™°.

Imponendo ora la condizione y(0) = 0 si ottiene ¢; + ¢y = 0, cioé ¢; = —co. Per avere,
infine, lim y(z) = lim [c;(e”*—¢e*")—ze *] = 0, deve essere ¢; = 0, da cui la soluzione
T—-+00 T—-+00

cercata €

—x

y(x) = —ze
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3) (a) Poiché R? & convesso, I'esattezza di w & equivalente alla chiusura. Dal momento che

0X o
g—iy/ f(y),
o

affinché w sia chiusa deve essere f'(y) = 2, da cui f(y) = 2y, ad esempio.

Detto F(z,y) un potenziale di w deve essere

oF
9y —
o (y — ),
oz —y).
oy~ 2wy
: : o 9 oF
Dalla prima equazione si ottiene F(z,y) = 2zy — 2° + ¢(y), e dunque =
Y

2z + ¢'(y) = 2z — 2y se e solo se ¢'(y) = —2y, da cui p(y) = —y* + ¢, con ¢ € R.

Pertanto ad esempio F(z,y) = 2zy — 22 — y? & un potenziale di w.

In alternativa, si puo anche osservare che la forma differenziale lineare w € posi-
tivamente omogenea di grado o = 1, e dunque un potenziale puo essere calcolato

tramite la formula

xX(x,y) +yY(x,y 1
F(z,y) = ( o>4+1( ):5(2x(y—x)+2y(w—y))=2xy—x2—y2-

(b) Poiché w ¢ esatta e v & una curva chiusa, per un noto teorema risulta / w =0.
v
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I appello - 30 Giugno 2008

1) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni:

falz) =

vn + 2 (n+x2
log
n

T

), x>0, n>1.

Verificare inoltre se sussiste |'uguaglianza

: SVn+2 n+ a?
lim log dr = 0.
n—+oo Jq X n
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:
Y+ —sy=ty
1-¢ —l<t<l1,
y(0) =1,

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo

/ (y dx + 2* dy),
or+

dove OT ¢ la frontiera del triangolo T di vertici A = (0,0), B = (2,0),

C=(1,2).
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Svolgimento

1) Studiamo la convergenza puntuale. Risulta, per ogni z > 0,

2
- —n+210g(1+ n)

/ 2 2
lim f,(x)= lim n log <n+x ) = lim 5 =0,
n——+00 n——+oo €T n n—-+oo n T
n

da cui (f,(z)), converge puntualmente alla funzione f(z) =0, z > 0.

Per quanto riguarda la convergenza uniforme osserviamo che risulta

/ 2 2
lim sup|f,(z) — f(z)] = lim sup nt log <1 + 1:_)
n—+00 230 n—+00 30 z n

> lim f,(v/n) =log2 >0,

n—-+o0o

pertanto la convergenza non ¢ uniforme in R*.

Tuttavia, se « € [1, 3] risulta

/ 2 2
lim sup |fu.(x)— f(x)|= lim sup nt log <1 + x—)
n—+00 1 <z<3 n—+00 1<z<3 x n

9
14 =
< lim \/n+210g(1+g): lim 9Y" 210, .
n

n—-+o0o n—-+o0o n 9
n

La successione (f,(z)), converge dunque uniformemente a f(x) =0 in [1, 3] e, poiché
le f,(z) sono continue in [1, 3], vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di

integrale, per cui

3 2 3 2
lim V"”log("”)dx_/ lim V”+210g(1+x—> dr = 0.
n 1 n

n——+4oo 1 T n—-+oo €T

2) Si tratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli del tipo ¥’ = a(t)y +

B(t)y®, con a(t) = —1_;#, B(t)=t, s=—1.
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/

z
2%

Con la sostituzione z = y'=* =y, dacuiy =z ey = , 'equazione diventa

2t

/ —
Z+ﬁ2_2t7

che & un’equazione lineare del primo ordine in z. Applicando la formula che fornisce

I'integrale generale risulta

2(t) = e {/ e AWB(t) dt + C} ,
2t o = .
dove A(t) = — | ——= dt =log(1 —t*), B(t) = 2t. Pertanto si ha
1—1¢2

(1) = ¢osl=" { / Dte 1050 gy 4 o] — (1= )(C ~log(1 - 1)),

da cui

y(t) = /2(t) = V1 — 12/C — log(1 — 12).
Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene C' = 1, per cui la soluzione

cercata ¢

y(t) = V1 —12/1 —log(1 — 12).

3) La frontiera di 7" puo essere vista come 'unione di tre segmenti, «, 3, v, dove

da
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Risulta pertanto

e [ desstdy) == [ (idosatdy) - [ (ydoratay)
T+ 7 B

1 1 2 2
z—/ 2tdt—/ 2t2dt—/ (4—2t)dt+/ 212 dt = 2.
0 0 1 1

In alternativa e possibile utilizzare le formule di Gauss-Green, ottenendo

[:/ (ydw+x2dy)://(2x—1)dxdy,
oT+ T

dove T = {(x,y): 0<y<2, g r<2— Q}_ Essendo T un dominio normale

2

rispetto all’asse y, per un teorema di riduzione risulta
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II appello - 14 Luglio 2008

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale in R della seguente serie di funzioni:

+o00

Z(—l)nl + (sin x)Q".

n
n=1

2) Determinare la soluzione dell’equazione differenziale

xT

y// — 2y =we~

che soddisfa le condizioni y(0) =0 e lim y(z) = 0.

T——+00

3) Data la forma differenziale lineare

1
w(z,y) = <2xy + 5) der + f(z)dy, x>0,

si chiede di:
(a) determinare una funzione f € C*'(R™) tale che w sia esatta in RT x R;

(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a), calcolare un potenziale di w;

(c) calcolare / w dove 7 ¢ la curva di equazioni parametriche
g

t €10,1].
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Svolgimento

o1+ (sina)?

1) Studiamo dapprima la convergenza totale. Posto a,(z) = (—1) , poiché

1+ (sinz)®™ 2
sup |a, ()| = sup ————— = —
zeR zeR n n
+oo
e la serie E — e divergente, la serie data non converge totalmente.
n
n=1
Per quanto riguarda la convergenza uniforme, trattandosi di una serie a termini di

segno alterno, risulta

1+ (sinz)?"*2

| B ()| < anga(2)] =

Y

n+1
per ogni z € R, e dunque
) . 1 4 (sinz)?*+? . 2
0< lim sup|R,(z)] < lim sup (sin 2) = =
n—+00 LR n—+00 1R n-+1 n—+oomn + 1

da cui la serie converge uniformemente, e dunque anche puntualmente in R.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti costanti non omo-
genea.
L’equazione omogenea associata ¢ y —2y = 0, il cui polinomio caratteristico & A2 —2 =
0, di cui A\ = ++/2 sono soluzioni. Pertanto, la soluzione dell’equazione omogenea
associata e

yu(z) = cleﬁz + cze"/i‘”, c1,c0 € R.

Poiché (x) = xe™®, una soluzione particolare dell’equazione completa ¢ g(x) = (Az +
B)e™®. Risulta g (z) = —2A4e~" 4+ Aze® + Be™®, per cui, sostituendo nell’equazione di

partenza, si ottiene (—2A — B)e™® — Azxe ™ = xe~*. Devono essere dunque A = —1
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T

e B = 2, da cui una soluzione particolare e 7(z) = (2 — z)e™" e l'integrale generale

dell’equazione data e

y(r) = Cleﬁx + Czefﬁx +(2—2)e”" 1,00 €R.

Affinché la condizione lim y(z) = lim cle\/ﬁ”” = () sia verificata deve essere ¢c; =0 e
r—+00 r—+00
imponendo poi la condizione y(0) = ¢ +2 = 0 si ottiene ¢y = —2. La soluzione cercata

e dunque

y(r) = =2 V¥ 4+ (2 — x)e "

3) (a) L’insieme RT xR & convesso, dunque l'esattezza di w ¢ equivalente alla chiusura.
0X oY

Deve essere pertanto e 2r = e f'(z), per cui ad esempio f(x) = z? ¢ tale che
Y x

w(z,y) e esatta.

(b) Detto F'(x,y) un potenziale di w, deve essere

oF 1
— =X =2zy+ —,
oz T
oF

— =Y =22

dy

Integrando la seconda espressione si ottiene F(z,y) = x%y + g(x), da cui e 2xy +
x
1
g (x) = X se e solo se ¢'(x) = —, cioe g(x) = logx + ¢, ¢ € R. Pertanto ad esempio
x

F(z,y) = 2%y + log x ¢ un potenziale di w.

(c) Essendo F(z.y) = z’y + logx un potenziale di w, e v una curva regolare con

supporto contenuto in R™ x R, per un noto teorema risulta

/w = F(y(1)) = F(v(0)) = F(e,1) — F(1,0) = €* + 1.

Y
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IIT appello - 8 Settembre 2008

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la funzione
fle,y) = Vi —a? —y?,

determinare il suo dominio D e i punti di massimo e minimo assoluti di f in D.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo

/(\/2—x2+ Y 2) ds,
. 24+x

dove 7 ¢ il tratto della curva di equazione x4 y? = 2 che congiunge i punti A4 = (v/2,0)

e B=(0,v2).
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Svolgimento

1) Affinché f sia ben definita deve essere 4 — z* — y* > 0, cio¢ 2 + y? < 4: il dominio di
f & dunque il disco delimitato dalla circonferenza di centro (0,0) e raggio 2, ovvero
D ={(z,y) e R*: z*+y* <4}
Poiché f e continua in D, essendo composizione di funzioni continue, e D & compatto,
per il teorema di Weiertrass f ammette massimo e minimo assoluti in D.

Studiamo dapprima i punti di D°. Risulta

%(‘r7y>:_ /—4—x—2—y27
g(x Y=
dy VA — a2 —y?

dunque il gradiente di f si annulla soltanto in (0,0) e f(0,0) = 2. Osserviamo che
f(z,y) > 0, per ogni (x,y) € D, e che, per ogni (z,y) € 0D, si ha f(x,y) = 0. Si
conclude dunque che i punti di 9D sono di minimo assoluto, mentre (0,0) & punto di

massimo assoluto per f.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli, cioe del tipo ¢’ +

1 2
a(z)y = b(x)y®, con s = —5 a(x) = —3 b(z) = 4cosz e*.
> .,

. . _ 3 . 2 _1 .
Operando la sostituzione z = y'=° = y2, dacuiy = 23 ey = §Z 32", I'equazione

diventa

2 — 2 = 6e* cos,

che & un’equazione lineare del primo ordine in z. Utilizzando la formula che fornisce

I'integrale generale si ha

2(z) = 2@ [/ e @ 3(x) dx + C|,
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con A(x) = / dr =z e B(x) = 6e** cos z. Risulta pertanto
z(z) =€" {6/63” cosx dr + C’] ,

con C' € R. Poiché, integrando due volte per parti, si ottiene che / e’ cosxdr

xT

?(sin x + cosx), si conclude che

z(z) = e” [3e"(sinz + cosx + ()] = 3e**(sinx + cos z) + Ce”,

da cui

y(x) = [3e**(sinx + cosz) + Ce”]

wln

Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = (3 + C)

[MIN]

= /9, si ha C = 0, da cui la
soluzione cercata €

y(z) = [3¢**(sinz + cos z)]3.

3) Una parametrizzazione di v ¢ data da

x(t) = V2 cost,
y(t) = V2sint,

Risulta pertanto

]ZZ/(m—l-foz) ds:/0g< 2(1—cos2t)+ﬂ> V2t

2(1 + cos?t)
s fud int us int
:2/25mtdt+/2Ldt:2+/2 o
0 o 14 cos?t 0

1+ cos?t
2 sint N . . . .
Per calcolare J := —— — dt si puo operare il cambiamento di variabile cost = u,
o 1+ cos?t

da cui du = —sintdt. Risulta dunque

0
d
J = _/1 ] +uu2 du = [arctan u]j = %,

dacuiI:2+£
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IV appello - 22 Settembre 2008

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme in Ry della seguente successione di funzioni:
fulz) = n2ztel~vVre,

Verificare inoltre se sussiste |'uguaglianza
2

lim n2ziel VT dy = 0.
n—-+4oo 1

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

/ Y R
y+1—i—e—$_ “
y(0) =0

3) Calcolare il volume del solido racchiuso dai paraboloidi di equazione z = 2% + 2y e

z=2+y P+ 4.
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Svolgimento

1) Studiamo dapprima la convergenza puntuale. Poiché risulta, per ogni x € Ry, lirf fulz)

lim nlzle!~ V™ = 0, la successione converge puntualmente alla funzione f(z) = 0.
n—-+4oo

Osserviamo poi che

1
lim sup |fu(2z) — f(z)| = lim sup n2z’e!™V™ > lim f, (—) =1,

e sy e Ly AT

per cui non c¢’@ convergenza uniforme in RJ. Tuttavia, se x € [1,2], si ha f,(z) <

16n%e'~v", da cui

lim  sup |fo(z) — f(z)] < lim 16n%e~V" =0.

=00 gef1,2] n—+00
La successione, pertanto, converge uniformemente a f(x) = 0 in [1,2]. Le funzioni

fn(x) sono poi integrabili in [1,2], essendo continue. Allora, per un noto teorema,

sussiste il passaggio al limite sotto il segno di integrale, da cui

2 2
lim n2ztel VT dy = / lim n2ztel™ Ve 4y = 0.
1

n—-+o00 1 n—-+o00

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine.

Utilizzando la formula risolutiva si ha

y(z) = A l / =40 3z dz + C] |

dx e’ - Ly
doveA($)——/1+€x ——/1+e$dx——log(1+e), B(x) = xe e C € R.

Risulta pertanto

e « 1
y(l’) _ eflog(lJre ) |:/ elog(1+€ )xe*x dx + C’:| — |:/(x€x -+ iL’) dx + C:|

1+e”

1 x2 1 x?
= [ -z _xd C’ — - -Tr _ = C .
1+€x{2 zTe —l—/e X + ] 1+ez{2 xe e "+ ]
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C-1
Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = —5 = 0 si ottiene C' = 1, da cui la
soluzione cercata e
1 x?
= (@t De T +1].
V)= o |5~ e

3) Il solido F dato & delimitato inferiormente dal paraboloide z = 2(22+y?) e superiormente

dal paraboloide z = 2% + y? + 4, cioe
E={(z,y,2) e R®: 2(z® +9°) <z <2® +9* +4}.
Passando in coordinate cilindriche, una rappresentazione di E ¢
E={(p0,2) eR*: 0<0<2m, 0<p<2 2p° <2< p*+4}).
Utilizzando un teorema di riduzione risulta dunque

2 2 p2+4 2
Vol(E):/// dxdydz:/ d@/ pdp/ dz:27r/ (4p — p*) dp
E 0 0 202 0

472
=27 [sz — %} = 8.
0
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V appello - 2 Febbraio 2009

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente successione di funzioni:

fn(x):sin<\$/—; (g—#%)), reR, n>1.
Verificare inoltre se sussiste l'uguaglianza
Ry SHETCIES) P
2) Determinare la soluzione dell’equazione differenziale
y 42y — 15y = 4>
che soddisfa le condizioni lim y(z) =0 e y(0) = 1.

Tr——00

3) Calcolare il seguente integrale

// (2x — 2y + 1) dx dy,
D

dove D e la parte di piano racchiusa dagli assi coordinati e dallerette y =ley = 2—

14

x.
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Svolgimento
1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale risulta, per ogni x € R,

lim f,(z) = lim si C (T i 0
1m )= 11Im sm| —=|\ = — = U,
n—-+00 n— -+o0o \/ﬁ 2 \/ﬁ

da cui (f,(z)), converge puntualmente alla funzione f(z) =0, z € R. Studiamo ora

(=G )

1
> lim fn(%): lim sin<g+—)—1>0,

n——+00 n——+00 \/ﬁ

la convergenza uniforme. Risulta

lim sup|f.(z) — f(x)| = lim sup

n—+00 pcR n—+00 zcR

e dunque la convergenza non ¢ uniforme in R. Se z € [0, 1] risulta tuttavia f,(z) <

i (L (T4 i n > 1, da cui
S1n — — — er ognl n a Cul
\/ﬁ 2 ﬁ 7p g b

1 (= 1
lim sup |f.(x) — f(x)] < lim sin (— (— + —>) = 0.
n—-+00 ;BE[O,I]‘ ( ) ( )‘ n—-+00 \/ﬁ 2 \/ﬁ

Da cio segue che la successione converge uniformemente a f(z) in [0,1] e dunque,
poiché le f,(z) sono continue, quindi integrabili in [0, 1], sussiste il passaggio al limite

sotto il segno di integrale, per cui
1 2 1
1
Jm [ (% (g * ﬁ)) d = / i fu(w) de = 0.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del terzo ordine a coefficienti costanti non omoge-
nea.

L’equazione omogenea associata e

y/// + 2y// . 15:{/ _ O
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Poiché il polinomio caratteristico & A* + 2A? — 15\ = 0, le cui soluzioni sono \; = 0,

Ao = 3, A3 = =5, la soluzione dell’omogenea associata e
3 -5
yu(z) = ¢1 + €™ + c3e™) 1, 09,03 € R.

Essendo poi 3(z) = 4€* del tipo P(z)ek®, con k = 3 soluzione dell’equazione caratte-

ristica di molteplicita 1, una soluzione dell’equazione completa sara del tipo
7(z) = Axe®.

Risulta dunque
7 (1) = 3Axe® + Ae*,

17

7 (z) = 9Axe™ + 6A4e™,

_m

7 () = 27Axe®™ + 27 A%,
da cui, sostituendo nell’equazione completa, si ha

1
A = 4¢3 & A= 5

x
Pertanto una soluzione particolare ¢ 7(z) = e e I'integrale generale dell’equazione

6
data ¢

_ X
y(x) = c1 + e 4 c3e” + 66393, C1,Co,03 € R,

Imponendo ora la condizione lim y(z) = 0 si ottiene che ¢; = ¢3 = 0. Infine y(0) =

T——00

¢y = 1, da cui la soluzione cercata e
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3) Utilizzando le formule di Gauss-Green si ha

e [ o-2gadedy = [[ se-)dvdys Area) =5+ [ @20y,
5 D 2 oD+

dove D™ ¢ la frontiera di D, orientata positivamente. Osserviamo che 0D1 = v U

Y2 U3 Uy, dove

x(t) =1t, x(t) =t,
" 0<t<1, 5 1<t<2,
z(t) = t, z(t) =0,
v 0<t<1, ~f 0<t<1
y(t) =1, y(t) =,

Poiché su v; e v3 dy = 0, risulta

3
r-5-/
2 ot

- = —4 == —9212 = =
2+/1(3t t)dt 2—1—[75 t°]3 5

(2* — 2zy) dy — /

Y4

(2% — 227 dy = g + /2(t2 —2t(2 —t))dt

2

In alternativa si puo risolvere direttamente 'integrale doppio, osservando che D & un

dominio normale rispetto all’asse y, essendo D = {(z,y) e R?: 0 <y <1, 0<z<2—y}.

Pertanto, per un teorema di riduzione,

1 2y 1
I:/ (/ (2x—2y+1)dw) dy:/ [2? — 2zy + 2] Y dy
o \Jo 0

' 2 3 9 2 ' o
:/ By —9y+6)dy = {y —5Y +6y} =3
0 0
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V1 appello - 16 Febbraio 2009

1) Studiare la convergenza puntuale e totale in R della seguente serie di funzioni:

2
+00 N log <1+x_)
> :

n?+1 '

n=1

Verificare inoltre se sussiste 1'uguaglianza

§/1 nlog <1+%> . /1+zoonlog (1—#%) .
0 0

n?2+1 n?+1

n=1 n=1

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

. sin(2x) 9
-~ 7 =0
Y 1+sin2xy+y cosE=5
y(0) =1.
3) Data la forma differenziale lineare
@) s y

w(x,y) = ——— ——dy
(@3] V14224 y? V14 2%+ y?

si chiede di:

(a) trovare una funzione f € C*°(R) tale che w sia esatta nel suo insieme di definizione;

(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a), calcolare la primitiva che, nel punto

(0,0), assume il valore 1;

2 2
x
(c) calcolare / w, dove v ¢ il tratto di ellisse di equazione 3 + Y_ — 1 contenuto nel

. 4

primo quadrante, orientato positivamente.
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Svolgimento

1) Si tratta di una serie a termini di segno positivo. Per quanto riguarda la convergenza
puntuale. osserviamo che, tenendo conto della disuguaglianza log(1 + x) < z, per ogni

x > 0, risulta

2
x
falz) == Lo <D
e n?+1 “n2+17" n?
+oco o
e pertanto, essendo Z — convergente, per ogni x € R, dal criterio del confronto la
n
n=1

serie data converge puntualmente per ogni x € R.

Inoltre, poiché risulta

n
sup fn(x) > fn(v/n) =log?2 =L,
xeu%f()_f(\/_> &4 21
3 =X n n 1
e la serie L, =log?2 diverge, essendo ~ —, non c’e convergenza
; & ;n2+1 Ve n?+1 n vergenz
totale in R.
332 1 400
Tuttavia, se x € [0, 1] risulta f,,(r) < — < — := L;, e poiché la serie E — converge,
n n —n

la serie data converge totalmente, e quindi anche uniformemente. Pertanto, poiché le
fn(z) sono continue, e quindi integrabili in [0, 1], sussiste I'uguaglianza per un noto

teorema.

2) Si tratta di un’equazione differenziale di Bernoulli, del tipo ¥’ + a(x)y = §(x)y®, con
s = 2. Posto z = y~! I'equazione diventa

, sin(2z)

1—|——'22 = COS T,
s~ x

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine in z.

Dalla formula che fornisce I'integrale generale si ha

2(z) = 2@ [/ B(z)e 4@ dx + C|
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in(2
con A(x) = — / 1Sl+ni—11?x dx = —log(1 + sin®z) e B(x) = cosz. Pertanto

Z(ZL’) _ e—log(l—l—sin2 x) [/ COS xelog(l—i—sinQ:c) dx + C:|

1 sinz + fsin®z + C
=_—5— /(cosx+cosxsin2x)dx+0 = e ,
1 +sin”x 1 +sin”x
con C' € R, da cui
1 1+ sin®z
) = = , CeR.
y(@) z(x)  sinz+zsin’z+C
Imponendo la condizione iniziale y(0) = c = 1, da cui C' = 1, si conclude che la
soluzione cercata e
(z) 1+ sin®z
T) = .
Y sinz + §sin’ z + 1
3) (a) Affinché w sia chiusa, deve essere
0X oY

Oy (1+a?+y2): O (14224428
Il dominio di w & R?, convesso, pertanto w ¢ anche esatta in R2.

(b) Detto F(x,y) una primitiva di w, deve essere

8F_X_ x
ax /1_|_$2+y27
8F_Y_ Y

oy N ERT
Integrando la prima condizione si ricava F(z,y) = /1 + 22+ y> + ¢(y), e dunque,

utilizzando la seconda,

oF

y : y :
= =Tt = ——— ¢
Oy \J1+a2+y? ) V142?42 7

) =0,
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cioe p(y) = ¢, e infine F(z,y) = /1 + 22+ 3%+ ¢, c € R. Imponendo la condizione

F(0,0) =1 si conclude che la primitiva cercata ¢
F(z,y) =14 22+ 3%

(c) Poiché w & esatta e vy una curva regolare, per un noto teorema si ha che

/w:F(O,z)—F(\/§,O) =5 -2
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I appello - 15 Giugno 2009
Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la seguente successione di funzioni

2 4,..2
fn(x):nﬁlog( R ), x>0,

nx?
studiarne la convergenza puntuale in R e la convergenza uniforme in R* e in [1, +00).

Stabilire inoltre se sussiste il passaggio al limite sotto il segno di derivata.

2) Determinare, dopo averne giustificata 'esistenza, i punti di massimo e minimo assoluti

della funzione
2
fx,y) = e 4 207 — %

nell'insieme C = {(z,y) € R? : 2% +y* < 4}.

3) Calcolare il seguente integrale triplo

/// 26" dr dy dz,
E

dove E ¢ dato dallintersezione della sfera di centro (0,0,0) e raggio v/3 con il cono di

equazione 2(z% + y?) < 2%, contenuta nel semispazio z > 0.
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Svolgimento

1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale risulta, per ogni > 0
lim f,(z) = lim nyz lo = lim nyx log (1 + ”4’”2) 2 _ 0
n=+oo " " nStoo & oo n4gc2 niax? o
e dunque (f,(z)),, converge puntualmente alla funzione f(z) =0 in R*. Studiamo ora
la convergenza uniforme. Osserviamo che risulta, per ogni n € N,
1
sup | fn(z) — f(2)] = sup fu(z) > fu | — | = log3,
>0 >0 n

da cui
lim sup |f,(z) — f(z)] > log3 >0
n—+00 >0

il che implica che non ¢’¢ convergenza uniforme in R*. Per x € [1, +00) risulta invece

per ogni n € N,
2 2 2
< — < =
falw) < nve ntx? 3.5 — nd’
da cui
li — < 1 — =
La successione (f,,(z)), converge dunque uniformemente in [1, +00) ad f(z)
Le funzioni f,(x) sono derivabili in R* e risulta
, n 2 4n
= 1 1 — .
Jal@) 2\/x o8 ( - n4x2) Va(nta? 4 2)
Poiché dunque
n log (1+57z) 2 4n 0= Fo)
— == = €T
2 ntz?  Jr(ntz?+2) ’

lim = lim
n=+o00 f ( ) n—-+o0o (2\/5 o
per ogni x > 0, si conclude che sussiste il passaggio al limite sotto il segno di derivata
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2) f ¢ una funzione continua e dunque, essendo C' compatto, per il teorema di Weierstrass
ammette massimo e minimo assoluti in C'.

Studiamo i punti interni di C'. f ¢ derivabile in C° e risulta

( 8f 24,2
=9 Te+y 2) =
Iz (r,y) = 2x(e +2)=0,

of 2,2
- =qy(2e¥ TV — 1) =
|5, (7 0) = vl )=0,

da cui 'unico punto critico ¢ (0,0). Studiamo la matrice hessiana: risulta

207V 4 Ag2et Y’ 44 Agye™ tv*
Hf(z,y) =
Agye™ tv* 267V 4 qy2e”’ Y — 1
da cui detH f(0,0) = 6 > 0. Essendo poi f,,(0,0) > 0, si conclude che (0,0) & punto

di minimo relativo per f.

Studiamo ora la frontiera di C'. Una parametrizzazione di 0C' e data da

x = 2cosb,
y = 2siné,

Risulta pertanto, su 9C, f(2cosf,2sinf) = e* — 2+ 10cos? 6. I punti di massimo e

minimo di f su dC sono allora i punti di massimo e minimo della funzione cos?# in
3

g, 5™ I punti di massimo di f su 9C'

sono dunque (#2,0), in cui f vale e* + 8, quelli di minimo sono (0, £2), in cui f vale

0, 27], ovvero, rispettivamente, § = 0,7 e § =

e* — 2. Poiché f(0,0) = 1, si conclude che (0,0) ¢ il punto di minimo assoluto per f,

mentre (£2,0) sono punti di massimo assoluti per f in C.
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3) Risulta

E={(z,y,2) eR®: 2(2” +¢*) <2* <3— (2" +¢*), 2 >0}

={(z,y,2) eR*: V2(22+3?) <2< /33— (22 +12)}.

Passando in coordinate cilindriche si ha

E={(p,0,2): 8€0,2n],p€[0,1], V2p < z < /3 — p?},

da cui

o 2m 1 \/3—p? ) 1 )
/// ze® Y d:cdydz:/ d9/ pdp/ zer dZ=37T/ pe?” (1 —p*)dp
E 0 0 V2p 0

1
2 2 3
= gﬂ[e” (1—p)]5 + 37/ pe’” dp = §7r(e —2).
0
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II appello - 1 Luglio 2009

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale in R della seguente serie di funzioni:

S (5.

n=1

2) Studiare la continuita in R? e la derivabilita e la differenziabilita in (0, 0) della funzione

log (14 |yl (z* + ¢?))
flz,y) = Vg

0, (x,y) = (0,0).

(z,y) # (0,0),

3) Data la forma differenziale lineare

w(z,y) = f(y)log(2 + zy) dr + x1og(2 + zy) dy,
definita in Q := {(z,y) € R?: x>0, y > 0}, si chiede di:

(a) determinare una funzione f € C*°(R) tale che w sia esatta in Q;
(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a), calcolare un potenziale di w;

(c) calcolare /w, dove v ¢ la curva di equazione (z — 2)? + (y — 2)* = 1, orientata
0!
positivamente.
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Svolgimento

1) Studiamo dapprima la convergenza totale. Posto a,(z) = (—1)" tan ( z/_ﬁ 2), risulta
n+x

suples(r)| = tan (72 )

= 1 1
e la serie Ztan —) ¢ divergente, essendo tan <

> (G )~

data non converge totalmente in R.

Pertanto la serie

Per quanto riguarda la convergenza uniforme risulta

o) < )] = tan (L)

n+ 1+ a2
per ogni x € R, trattandosi di una serie a termini di segno alternativamente positivo e

negativo, pertanto

n—-+00 z€R n—-+o00 zeR n—-+o0o

0< lim sup|R,(z)| < lim sup]anﬂ(:c)\ = lim tan(

Si conclude dunque che la serie converge uniformemente, e quindi anche puntualmente,

in R.

2) La funzione data ¢ di certo continua in R?\ {(0,0)}, in quanto composizione, somma e

prodotto di funzioni continue. In (0,0) dobbiamo studiare il limite

im f(y) = log (1 + lyl(«* +4*))

lim
(z,9)—(0,0) (z,y)—(0,0) a2 + y2

Passando in coordinate polari si ha

log (1 + p?|sin® log (1 + p?|sin@
m g(1+/] ) = lim 8 '0| |)p%|sin9|20,
p—0 3/ p2 p—0 P3| sin 6|

e inoltre

log (1 + p*|sind)) - log (1 + p?) 7

3p2 - 3p2 -

£ (0, 0)] =
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per p — 0. Pertanto il limite ¢ uniforme rispetto a 6 e dunque, essendo f(0,0) =0, f

¢ continua anche in (0, 0).

Studiamo ora la derivabilita in (0,0). Risulta

8f f<x70)_f(070)

5-(0,0) = limy - =0
e
0 0,y) — f(0,0 log(1 2 log(1 2
97 0.0) = lim fO.y) = FO.0) _ losO+Ioly™) _ ;) los +|2ny )| W =0,
dy y—0 Y y—0 Y3 y—0 lyly
of of
tant ¢ derivabile in (0,0) e =—(0,0) = =(0,0) =
pertanto f e erlvaleln(,)eaz(,) @y( )
Per quanto riguarda la differenziabilita in (0, 0), bisogna infine valutare
of of Vo
da cui
. o fy) L log (14 [yl(a® +42))
lim e(z,y)= lim —F——=== lim - :
(2.9)— (0.0 @) —00) /22 + 12 @900 (22 +12)E
Passando in coordinate polari si ha
log (1 + p*|sinf log (1 + p*|sinf
lim 8 ( i\sm ’)zlim 8 ( 5 ;‘)]sm |)|sin9|p%:O
p—0 p3 p—0 P3| sin )|
e
log (1 + p?|sin@
s (e lond) ;g
p3
se p — 0. Pertanto, essendo il limite uniforme rispetto a 6, si conclude che ( l)iH%O ) e(z,y) =
x7y - b

0, e dunque f ¢ differenziabile in (0, 0).

3) (a) L’insieme @ & convesso, pertanto w e esatta se e solo se e chiusa. Affinché w sia

chiusa, deve essere

ox _
oy

) zf(y) OY Ty
= — = 1
' (y)log(2 + zy) + Stay O 0g(2+ zy) + 3+ 1y

)
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per cui la funzione cercata ¢ f(y) =y e w diventa

w(z,y) = ylog(2 + zy) dx + xlog(2 + xy) dy.

(b) Detto F(z,y) un potenziale di w, deve essere

OF

— =X =ylog(2

9 ylog(2 + zy),
%:Y:xlog@—i—xy).

Integrando ad esempio la prima equazione si ottiene

Flz,y) = / ylog(2 + 7y) + gly) = zylog(2 + zy) — / dx + g(y)

24+ 2y
2

xry
= xylog(2 + zy) — / 2+ dx + g(y)

2
:xylog(2+xy)—y/(1—2+xy> dx + g(y)

= (2 +ay)log(2 + zy) — vy + g(v),

e dunque, utilizzando la seconda,

OF , /
8_y =zlog(2+zy) + ¢ (y) = xlog(2+ zy) < ¢'(y) =0,

cioe ¢g(y) = ¢, ¢ € R. Si conclude quindi che, ad esempio,
F(z,y) = (2 + 2y) log(2 + zy) — ay

e un potenziale di w.

(c) Poiché w ¢ esatta in @) e y & una curva chiusa, con sostegno contenuto in @), per un

noto teorema risulta / w=0.
Y
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IIT appello - 8 Settembre 2009

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente successione di funzioni:

NG

fn(x):(n2+%2>e 2l >1, 2 0.

Verificare inoltre se sussiste l'uguaglianza

n—-+4o0o

3) Calcolare il seguente integrale doppio

// \/§ye‘/§w dz dy,
D

dove D = {(z,y) e R*: 1 <2 +y* <9, |z| <y}
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Svolgimento

1) Per quanto riguarda la convergenza puntuale, poiché risulta, per ogni x # 0,
. . , TP\ _vm
lim f.(x)= lim (n°+ — ]e 1ol =0,
n——+00 n——+00 n

(fn(x)), converge puntualmente alla funzione f(z) = 0. Studiamo ora la convergenza

uniforme. Osserviamo che, ad esempio, f,(v/n) = (n? 4+ 1)e™!, da cui

lim sup |fu(z) — f(z)] = lim fu(vi) = lim (n?+ 1)e”! = +oc,

n—-4o0o x40 n—-400 n—-4o0o

dunque non c’¢ convergenza uniforme in R\ {0}. Tuttavia, poiché in [1,2] si ha

o9

lim sup |fu(z) — f(z)] < lim (n2 + %) ez =0,

n—-400 276[1,2] n—-4o00
(fu(2))n converge uniformemente a f(x) = 0 in [1,2]. Pertanto, poiché le f,(x) sono
continue in [1, 2], sussiste un teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale,

da cui si conclude che

2 2 2
NG
lim (n2 + x_) e Il dyx = / lim f,(z)dx =0.
n—-4o0o 1 n 1 n—-+o0o
2) Si tratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli del tipo ¢ + a(z)y =
1
B(x)y®, con az) = N B(x) = e* V¥ e s = —1. Con la sostituzione z = y?, da cui
T

NG
y=vzey =

I’equazione diventa

/

z
2%

Z —
2/

che ¢ un’equazione differenziale lineare del primo ordine in z.

Pt 26907\/5,

Dalla formula che fornisce l'integrale generale si ha

2(z) = 2@ [/ B(z)e ™A@ do 4 O,
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d s
con A(z) = — / % = —/z, B(z) = 2" V*. Risulta dunque
T

o) = oV [/ 2" da + c}

— V(2" 4 O),

con C' € R, da cui

y(x) = \/e—ﬁ(Qex + ).

Imponendo infine la condizione iniziale y(1) = v/2 + Ce~1 = /2, si ottiene C' = 0, per

cui si conclude che la soluzione cercata ¢

y(z) = V2er= V7,

3) Passando in coordinate polari risulta

<0<

N
= w

Dz{(pﬁ): 1<p<3,

o}

da cui

3 3n
[ = / / V2yeV® du dy = / p( 4 ﬁpsmeeﬂm@dé)) dp
D 1 v

4
3 3, 3 3
— [ ol dp= [Cpter e nydp=lpler + = [ (@ e )dp
1 1 1

=3 +e?)—e—et—[ef —eF]F =2e* + e —2e7 .
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IV appello - 22 Settembre 2009

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della seguente serie di funzioni:

+oo n
> o
—— 2n? 4+ 3n’

2) Risolvere la seguente equazione differenziale:
yl// . 4:y/ _ 4€2x

3) Calcolare I'integrale curvilineo

/(Qx2 + x)ds,
.

12

dove 7 ¢ il tratto di curva di equazione y = x + log x compreso fra i punti A = (1,1) e

B =(2,2+1og?2).



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2008/2009 13

Svolgimento
1) Sitratta di ie di pot L Poiché li \ | li L
i tratta di una serie di potenze con a,, = ————. Poiché lim ap| = lim ————
2p 2n? + 3n n—-+00 n—-+oo 2n2 + 3n
log(2 3
lir+n exp (—M) = 1, per il teorema di Cauchy-Hadamard il raggio di
n—-+0oo n

convergenza ¢ 1. Pertanto la serie converge in | — 1, 1[, non converge se x > 1 oppure

z < —1. In z =1 diventa

-
ot 2n2 + 3n’
1 1

—— ~ —. In x = —1 la serie diventa
2n2 4+3n  n?

+oo n
>
2n2 + 3n’

n=1

e dunque converge, essendo

che converge, per il criterio di Leibnitz. Pertanto la serie converge in [—1,1]. In

tale intervallo la convergenza e anche totale, dunque uniforme, poiché, se |z| < 1,

n 1 +oo 1
|folz)| = " <—e Z o ¢ convergente.

n=1

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 3 a coefficienti costanti. L’equa-
zione omogenea associata ¢y — 4y’ = 0, il cui polinomio caratteristico, A*> — 4\ = 0,
ha soluzioni \; = 0, Ay = 2, A3 = —2. La soluzione dell’equazione omogenea associata
sara dunque

yr(r) = c1 + ce® + e ¢, €R, i =1,2,3.

Essendo (3(z) = 4e** del tipo B(x) = P(z)e™* con P(z) di grado 0 e a = 2 soluzione

del polinomio caratteristico di molteplicita 1, una soluzione particolare sara del tipo

7(z) = Aze®*; A € R, da cui 7(z) = 24we* + Ae® e 7 (z) = 124e>* + 8Axe™.
2x

1 x
Sostituendo nell’equazione data si ottiene A = 3 da cui g(z) = 5€ L’integrale

generale dell’equazione data ¢ dunque

x
y(x) = c1 + 2€* + cze” ¥ + 5e“, GER, i=1,23.
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3) v ¢ una curva ordinaria del tipo y = f(x) con f(z) = = + logx, x € [1,2], pertanto,

1
essendo ds = /14 (f1)? = —v222 + 2z + 1, risulta
T

2 V222 + 2z + 1 1 [?
/(23:2+:v)ds:/ (222 + ) rert dx:ﬁ/ (dx +2)V22% 4+ 2x + 1dx
o 1 1

X

2 13v/13 — 5v/5
L3

(NI

1
— 5[(sz +22+1)
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V appello - 20 Gennaio 2010
Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Data la seguente successione di funzioni

2

fn(x):x—sin<7m>, n=12,...,

n4 2n?2
studiarne la convergenza puntuale ed uniforme in R.

Stabilire inoltre se sussiste 'uguaglianza

1,2
lim / a:_4 sin (E> dz = 0.
n—+oo [g N 2n2
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

9

y — = y=3y"logz,
X

y(1) = 1.

3) Calcolare il seguente integrale doppio

//D z(1 —x)dzdy,

15

dove D e la parte di piano racchiusa dall’asse z e dalla curva di equazioni parametriche

z(t) = 1 — cost,
o 0<t<m.

y(t) = sint(1 + cost),
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Svolgimento

1) Poiché risulta, per ogni z € R,
2

lim f,(z) = lim Y sin ( ki ) =0,

n—-+00 n—-+oo nt 2n?2

la successione (f,,(z)), converge puntualmente in R alla funzione f(z) =0, z € R. Per
quanto riguarda la convergenza uniforme risulta invece, per ogni n € N, Risulta
2

2 ( T >
—sin [ —
nt 2n2

e dunque lirf sup | fn(z) — f(z)| > 0. La successione, pertanto, non converge unifor-
n—+00 zcR

> fn (TLZ) =1,

sup | fn(x) — f(2)] = sup
z€R z€R

1
memente in R. Tuttavia se x € [0, 1] risulta |f,(z)| < —, da cui
n

1
li - < lim — =0.

Sussiste dunque la convergenza uniforme in [0, 1] e poiché le f,(x) sono integrabili in
[0,1], da un noto teorema vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale. Si

conclude pertanto che

1.2

1
lim T sin <ﬂ> dr = / lim f,(x)dz =0.
0

n—+too [, nt 2n2 n—+oo

2) Sitratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli del tipo ¢/ + a(z)y = G(z)y?,
con a = ——, B(x) = 3logx e s = 2. Operando la sostituzione z = y~!, I'equazione
T
diventa

2
7+ =z=-3logu,
x

cioe un’equazione lineare in z del primo ordine. Utilizzando la formula

z(z) = 4@ ( / e @ 3 (x) dx + 0) :
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2 ~
che fornisce I'integrale generale, con A(z) = — / —dx = —2logx e f(z) = —3logx, si
x

ha
= 1
z(x) = e 2lo8” (/ 187 3 () d:v—l—C) = (—/3952 logxdx—i—C’)
1 C
= — —$310g$+/x2dx—|—0 :—xlogx+z+—,
x? 3 2
C € R, da cui

() 32
x) = :
4 x3 — 3x3logx + 3C

3 2
Imponendo la condizione y(1) = T30 = 1 si ottiene C' = —, da cui la soluzione

cercata ¢
() 32
T) = )
Y x3 — 3r3logx + 2

3) Utilizzando una delle formule di Gauss-Green risulta

I:://:r;(l—x)dxdy:—/ ry(l — z)dx,
D +Fr(D)

dove +Fr(D) & data dall’'unione tra «y (con l'orientazione opposta) e ¢, dove

0 0 <t < 2. Risulta pertanto

I:—/ my(l—x)dx:/xy(l—x)dx:/ (1 — cos?t) sin® ¢ cos t dt
v ¥ 0

:/ sin*tcostdt = 0.
0
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V1 appello - 8 Febbraio 2010

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Stabilire se esiste il seguente integrale generalizzato:

T cosx + 1

———=dx.

o Vi@ +2)

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y' cosx — 2ysinx = 6e”,
y(0) = 1.

3) Calcolare il seguente integrale doppio

//D(:c + 2y) dx dy,

18

dove D ¢ la parte di piano contenuta nel semipiano y > 0, delimitata dalla circonferenza

di centro (0,0) e raggio 2, dall’asse x e dal segmento passante per i punti (0,2) e (2,0).
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Svolgimento

1) Sitratta di un integrale generalizzato in quanto 'integrale ¢ in un intervallo non limitato,

. _ cost+1 . . C 1
e inoltre la funzione f(z) = m risulta illimitata in prossimita di 0, in quanto
x(x
cosx + 1
lim ———— = 4o0.

z—0t \/E(ZE2 + 2)
Osserviamo che possiamo scrivere

T cosx 41 U ocosz+1 T cosx+ 1
I := —— _dx = —_——dx + ——dx =1 + L.
o Vi(a?+2) 0 Va(a?+2) L Va2 +2) P

Studiamo separatamente I; e . Per quanto riguarda Iy, f(x) ha la proprieta p; e

risulta

lim M

soot+ 1

NG

1
dunque f(z) ~ —=, per x — 07, ed essendo g(z) =

NG

f lo e, per il criterio del confronto asintotico.

=1

)

1
NG G-integrabile in [0, 1], anche
: : R 2 :
Studiamo ora I. Osserviamo che f(x) ha la proprieta ps e che |f(z)| < —, per ogni
€Tz
2
x > 1. Essendo h(z) = — G-integrabile in [1,+00), dal criterio del confronto, anche
€Trz
f & G-integrabile in [1, +00).

Esistono dunque finiti entrambi gli integrali I; e I, il che implica che f ¢ G-integrabile

in [0, +00).

2) Dividendo per cosz I'equazione diventa

sin x 6e*
/
Yy —2 y = :
COS T COS T

e si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine.

Utilizzando la formula risolutiva si ha

y(z) = e {/ e @ 3(z) dx + C1 |,
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: 6
ST g = —2log | cos x|, B(x) = c , C1 € R. Risulta pertanto
cos

dove A(z) = / )

COS T

6e” 1
y(z) = ¢ —2log | cosz| [/eQIOgcoszL d;l:—l—Cl] — . {G/e””cosxd:c—i—(?l} _
COS“ X

COS X

Poiché si ha, integrando per parti due volte,
/e“cosa:dx =e’cosT + /em sinzx dx = e*(cosx + sinz) — /excosa:dx,

da cui

/e‘E coszdr = 6E(cosx +sinz) + C,

si conclude che

1
= 3e” i C
y(x) Y [3e®(cosx +sinz) + (1,
dove C' = C} + C5. Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene C' = —2,

da cui la soluzione cercata &

3e®(cosx +sinx) — 2

y(w) = cos? x

3) L’insieme D ¢ dato dall’unione tra gli insiemi Dy e Dy, dove
Dy ={(z,y) eR*: —2<2<0, 0<y<V4—a2},

Dy={(z,y) eR*: 0<2 <2, 0<y<2—2x}

Risulta pertanto

I:://(x+2y)dxdy:// (x+2y)dxdy+// (x 4+ 2y)drdy := I + L.
D D, Do

Per quanto riguarda [, passando in coordinate polari, una rappresentazione di D; &

2}.

Dlz{(p,e)eRZ: gSHSW,OSp

IA
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||||||||||||||||||||||

Utilizzando un teorema di riduzione risulta dunque

T 2 m 2
I :/ d@/ p(pcos@+2psin9)dp:/ (cos@+25m9)d0/ p*dp
T 0 0

[N

372
8
= {p_] [sinf — 2cos 0] = —.
3], 73

Per quanto riguarda I, Dy ¢ un dominio normale rispetto all’asse x e dunque, sempre

per un teorema di riduzione,

2 22 2
I = / dx/ (x +2y)dy = / [zy + )5 " do = / (4 —2z)dx = 4.
0 0 0

2
0

2
// (x 4+ 2y)drdy = —O
D 3

Concludiamo dunque che
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VII appello - 7 Giugno 2010

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale, assoluta e totale della seguente serie di funzioni:

+oo 2

n n
22n2+3x3'

n=0

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

3) Calcolare, tramite un integrale triplo, il volume del cilindro retto avente per base lellisse

di centro l'origine e semiassi a = 1 e b = 2, delimitato dai piani 2z =0 e z = 2.
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Svolgimento
+o0
1) Ponendo y = 3, la serie data si riduce ad una serie di potenze del tipo Z any", con
n? n? n -
I = 5 s Essendo nl_lgloo Vlan| = nl_lgloo (m) = 1, per il criterio di

Cauchy-Hadamard il raggio di convergenza ¢ 1, pertanto la serie converge di certo
assolutamente (e quindi anche puntualmente) se |y| = |2?| < 1, cio¢ per —1 < z < 1,
mentre non converge se x > 1 oppure x < —1. Se x = =£1 la serie non converge in
quanto in entrambi i casi il termine generale non e infinitesimo, per n — 4oo. Infine

si ha convergenza totale in ogni intervallo del tipo [—p, p], con 0 < p < 1.

2) Si tratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli del tipo

Y 4 ax)y = B(x)y’,

. . 1 .
¥ s = —1. Operando la sostituzione y = 22, da cui

2 =3z — 2¢”.

Quest’ultima e un’equazione differenziale lineare del primo ordine in z per cui, utiliz-

zando la formula che fornisce I'integrale generale, risulta
z(x) = ¥ |:—2/6_2$ dx + C’} = Ce* +e”,

C € R, da cui
y(x) = VCe3 4 e,

Imponendo infine la condizione iniziale y(0) = v/C + 1 = 1 si ottiene C' = 0, da cui la

. . z
soluzione cercata ¢ y(z) = ez.
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3) Bisogna calcolare Vol(D) = /// dx dy dz, dove
D
%
D:{(w,y,z): :132+Z§1, O§z§2}.

Passando in coordinate cilindriche, ossia ponendo

p

x = pcosh,
y = 2psinb,
z =z,

\

una rappresentazione di D ¢ D = {(p,0,2) : 0<0 <271, 0<p<1, 0<z <2}

Tenendo conto del fatto che il determinante dello Jacobiano della trasformazione e 2p,

2 o 1
Vol(D) :/ dz/ d@/ 2pdp = 4m.
0 0 0

risulta dunque
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VIII appello - 1 Luglio 2010
Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente successione di funzioni:
fa(z) =log(l4+e ™), n=1,2,..., >0,

Stabilire inoltre se sussiste 1'uguaglianza

4
lim log(1 + e~V dz = 0.

n—-+4oo 1

2) Risolvere la seguente equazione differenziale:
y" — 2y =sin(v2z).
3) Calcolare il seguente integrale curvilineo

/2y log(1 + v/z) ds,

Y

z(t) = cos?t,
dove «v e la curva di equazioni parametriche = : 0

IN
IN
Do

y(t) = costsint,
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Svolgimento
1) Poiché risulta

log2, x =0,
lim f,(z) = lim log(l+e "®) =

n—-+o0o n—-+o0o

0, x>0,

log2, x =0,
la successione (f,(z)), converge puntualmente alla funzione f(x) =

0, x>0,

in Ry. Inoltre, poiché f(x) non ¢ una funzione continua, mentre le f,(z) lo sono, la
N f . R+
convergenza non pud essere uniforme in Ry .

Per ogni x € [1, 4] risulta invece f,(x) <log(l +e™"), e dunque

lim sup |fu(z) — f(x)] < lim log(l+e™)=0.

n—-—+o0o m€[1,4} n—-+4o0o

La successione, pertanto, converge uniformemente a f(z) =0 in [1,4].
Infine, poiché le f,(x) sono integrabili in [1, 4], da un noto teorema sussiste il passaggio

al limite sotto il segno di integrale. Si conclude pertanto che

n—-4oo 1 n—-+o0o

4 1
lim log(1 + e ™) dx = / lim f,(x)dx =0.
0

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine tre a coeflicienti costanti. L’equa-
zione omogenea associata ¢ ¥y — 2y = 0: ad essa @ associato il polinomio caratteristico
A3 — 2\ = 0, le cui soluzioni sono A\; = 0, Ay = v/2, A3 = —v/2. L’integrale generale

dell’equazione omogenea associata e dunque

ya(z) =1 + CQeﬂz + c;;e’\/ix, c1, 09,03 € R,



Facolta di Ingegneria - Corso di Laurea in Ingegneria Civile A.A. 2008/2009 27

Risolviamo ora I’equazione completa. Poiché B(z) = sin(v/2x) & del tipo B(z) =
k1 sin ax + kg cos ax con i che non e soluzione del polinomio caratteristico, una so-
luzione particolare sara della forma g, = Acos(v2z) + Bsin(v2z), A,B € R, da
cul

y, = —V2Asin(v2z) + V2B cos(v/2z),
y; = —2A cos(V2x) — 2B sin(v2x),
y, = 2v2Asin(v2z) — 2v2B cos(V2z).
Sostituendo nell’equazione data si ha

ANV2Asin(V2z) — 4v2B cos(V2z) = sin(V/2z),

1 1
se esolose A = ——, B =0, dacuy,(r) = ——=
NG W) = 17

dell’equazione data sara dunque

cos(v/2z). L’integrale generale

1
y(x) =c + cgeﬁx + cge*ﬂ“ + G cos(\/éaf), c1,¢2,c3 € R.

4v2

3) Risulta
ds = /[z/(t)]2 + [/ (t)]2dt = [(—2costsint)? + (cos® t — sin? t)Z]%
= [cos?(2t) + sin2(2t)]% dt = dt,
per cui
I:= /2y10g(1 + V) ds = /2 2costsintlog(1l + cost) dt.
2! 0
Operando la sostituzione cost = u, da cui du = —sintdt, si ha
1 1 u2 1 1
I= [ 2ulog(l du = [u*log |1 5 — du =log2 — -1 d
/0 ulog(l + u) du = [u”log |1 + ul]y /0 T3 g du=log /0 (u +u—|—1) u

u? |
=log2 — [;—u—i—logm—i—l\]oza
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IX appello - 6 Settembre 2010

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Determinare eventuali punti di massimo e minimo relativi e assoluti della funzione
f(x,y) = ylog(x +y).

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

3) Calcolare il seguente integrale triplo

/// dx dy dz
p 1+ a2+ y?

dove D ¢ la parte interna del cilindro retto di equazione 2% + y* = 1, compresa tra i

piani 2 = 0 e z = 1, ed esterna al paraboloide di equazione z = 2% + 1.
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Svolgimento

1) Il dominio di f risulta essere l'insieme D = {(z,y) : y > —x}. Inoltre f & di classe C*®
in D, e dunque gli eventuali punti di massimo e minimo relativo sono da ricercare fra

i punti critici. Risulta

of oy
%(I7y)_x—l—y_0’
of

T
_— = —— 1 =
5y (@) = 5 +los(e +1) =0,

se e solo se z = 1, y = 0, pertanto 1'unico punto critico ¢ (1,0).
Calcoliamo la matrice Hessiana. Risulta

Yy T

Hiwy) = | =7 &7

€ x 1
@) @te)® T mty

da cui det(H f(z,y)) = —1 < 0. Si conclude dunque che (—1,0) & un punto sella. E
facile poi vedere che f non ammette né massimo né minimo assoluti: risulta infatti,

ad esempio,

lim f(z,1) = lim log(z +1) =400, lim f(z,—1)=— lim log(z —1) = —oc0.

Tr—-+00 T—-+00 T——+00 r—-+00

2) Sitratta di un’equazione differenziale del primo ordine di Bernoulli del tipo ¢/ + a(x)y =

B(x)y®, con s = %, alx) = —%, fB(x) = —2log x.

Operando la sostituzione z = y'~% = VY, dacuiy = 22 ey =222, equazione diventa

z
7 — = =—logux,
x

che & un’equazione lineare del primo ordine in z. Applicando la formula che fornisce

I'integrale generale

2(z) = 2@ [/ e M@ B(x)dx + C|,
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dx - _
con A(x) = | — =logx e B(x) = —logx, si ha
X

2
z(z) = el8” [—/elogzlogxdx—i—()’} =7 [—/loixdx—i—C} — [C’— (logzx) 1 ’

con C' € R, da cui

logz)*7”

y(z) = 2* {C’— (log z) ] :
2

Imponendo infine la condizione iniziale si ha y(1) = C? = 1, si ha C' = £1. La soluzione

C' = —1 non & accettabile in quanto in tal caso si avrebbe z(1) = —1 < 0, il che ¢

assurdo in quanto z(z) = \/y(z) > 0. La soluzione cercata sara pertanto

y(z) = o [1 - “Og;q ;

3) L’insieme D puo essere rappresentato come
D={(z,y,2): 0<z<a+y" a®+y <1}

Passando in coordinate cilindriche risulta

Utilizzando un teorema di riduzione risulta dunque

dx dy d ! SN Lo
///%:/ do | pdp 5 dz:27r/ 2p dp
pl+azi+y 0 0 o pP+1 o pPH1

p p- 1
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X appello - 16 Settembre 2010
Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la convergenza puntuale e totale in Rt e in [1,+00) della seguente serie di

funzioni:
f ! sin? !
c=n x/n)

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y 4+ ycosz = cosxsinz,
y(0) = 0.

3) Data la forma differenziale lineare
w(z,y) = (ye’ + &) dx + (ze’ + f(x)) dy,

si chiede di:

(a) trovare una funzione f € C*°(R) tale che w sia esatta in R?;

(b) in corrispondenza alla f trovata al punto (a), calcolare un potenziale di w;
x(t) = sint,

(c) calcolare / w dove 7 ¢ la curva di equazioni parametriche 7 :

! y(t) = sint cost,
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Svolgimento

1) Si tratta di una serie a termini di segno positivo. Per quanto riguarda la convergenza

puntuale osserviamo che, per ogni x > 0, risulta

n x\/n n2z?’
+o0 1 +o0 1
e dunque, essendo E by(z) = — E —; convergente, per ogni x > 0, la serie converge
x n
n=1 n=1

puntualmente in R*. La convergenza, tuttavia, non ¢ totale in R in quanto

1 1
S > — ) = —(sin1)?
supla (o)1 2 @ (7= ) = 2(sin)
+00 1
e la serie (sin1)? E — & divergente.
n
n=1

Se x > 1 risulta invece

1/ 1\ _ 1
sup |a, (z)] < sup — < =,
n

x>1 >1 1N a:\/ﬁ
+oo
da cui, essendo g —, convergente, la serie convergente totalmente in 1, 4+00).
n
n=1

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine. Utilizzando la formula

che fornisce I'integrale generale
y(z) = @ {/ e~ A@p(x) do + C’} , C eR,
dove A(z) = —/cosxdx = —sinx e b(x) = coszsinz, si ha

y(zr) =e M7 {—/esmxcosxsinxda:—l—c*} _ psinw {sina: ST _ /cos:v ST 1 O

— e Sinz [Sinl’ eSInT _ osine + C:| —sing — 14+ Ce—smx’
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con C' € R. Imponendo la condizione iniziale y(0) = C' —1 = 0, da cui C = 1, la
soluzione cercata e

—sinz

y(x) =sinz —1+e

3) (a) Poiché R? & convesso, w & esatta se e solo se ¢ chiusa. Deve essere dunque

0X oy

S = e’ +ef = P eV + f'(x) & f'(x) = €”, per cui ad esempio f(z) = e* soddisfa
Y T

le condizioni richieste.

(b) Detto F'(x,y) un potenziale di w, deve essere

oF
_— = X — z Y
o7 ye~ + e’
oF
— =Y = xe¥ + €.
9y
. : — . OF
Integrando la prima espressione si ottiene F(x,y) = ye® + xe¥ + g(y), da cui B0 =
Yy

e” +xe? + ¢ (y) = we¥ + €” se e solo se ¢'(x) = 0, cioe g(x) = k, k € R. Pertanto ad

esempio la funzione F(x,y) = ye® 4+ xe¥ & un potenziale di w.

(c) Essendo F(x,y) = ye® + ze¥ un potenziale di w e y una curva regolare, per un noto

teorema si ha



	a200-01.pdf
	a201-02
	a202-03
	a203-04
	a204-05orv
	a205-06orv
	a206-07orv
	A207-08
	A208-09

