Analisi Matematica 1 - A.A. 2015-16

Prove scritte di Analisi Matematica 1 - A.A. 2015/2016
Corso di Laurea in Ingegneria Civile

Corso di Laura in Ingegneria Informatica ed Elettronica

I appello - 11 Gennaio 2016

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Dato l'insieme

A:{%“Jyn:1ﬂw”}u@q

n

si chiede di

(a) determinare Is(A), A', A, A" := (A", Fr(A), A°;

I

(b) stabilire se A & aperto, chiuso, limitato, compatto, connesso.

2) Calcolare il seguente limite:
_ e’ —e 1
lim | ——— —¢ =1 ).
z—1 (550—1 —1 )

3) Calcolare il seguente integrale:

3 1 .
/ - +sinzcos” x| dx.
o \4sinz + 3cosx

Svolgimento

2n —1 1
1) Poniamo a,, := n =2—-——n=12,....
n n
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(a) Proviamo che i punti a,, n = 1,2,..., sono punti isolati.

Fissato n € N, ¢ sufficiente scegliere

1

O <r< mln{|an — an+1|, |a,n — a,n71|} = an+1 — Qp = m

per avere B(a,,r) N A = {a,}, da cui Is(A) = {a,, n=1,2,...}.

I1 punto 2 & d’accumulazione per A, poiché la successione (a,)nen tende a 2. Infatti,
fissato in maniera arbitraria ¢ > 0, basta prendere n € N tale che n > % per avere
la, — 2| = % < €, ovvero a, € B(2,¢): pertanto (B(2,¢) N A) \ {2} # 0. Si conclude
dunque che A" = [3,4] U {2} e, di conseguenza, A" = [3,4]. Si ha poi A = A’ U
Is(A) = AU {2} e A° =|3,4[, in quanto solo per i punti dell’intervallo aperto |3, 4[
esiste una boccia centrata nel punto e tutta contenuta dentro 'insieme A. Infine i
punti 3 e 4 sono di frontiera per A, in quanto lo sono per Uintervallo [3,4], e anche
il punto 2 & di frontiera in quanto non appartiene all’insieme ma ¢ d’accumulazione,
dunque ogni boccia centrata in 2 interseca sia A che il suo complementare. Pertanto,

tenendo conto del fatto che tutti i punti isolati sono anche di frontiera, si conclude che

Fr(A) ={2,3,4}U{a,, n=1,2,...}.

(b) A non aperto, in quanto A° # A, e non & nemmeno chiuso, poiché A # A: pertanto
non puod essere compatto. Risulta invece limitato, essendo, ad esempio, A C [1,4].
L’insieme A, infine, non ¢ connesso: basta infatti considerare, ad esempio, B = ]0, 2],
C' =2, 5[ per avere

e (BNA)#0, (CNA)#I,

e (BNAN(CNA) =0,

e (BNA)U(CNA)=A.
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2) 1I calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Osserviamo che

1
lime =1 =0,

z—1
mentre
. e —e L [ | e
lim —— =elim = ,
a—1 5771 — 1 a—1 x—1 5~1—1 logh

xT

= loga, a > 0. Pertanto si conclude che

tenendo presente il limite notevole lim
z—0 €T

. e’ —e _ 1 e
lim ( —————¢ 1) = .
z—1 (59”—1 -1 ) log 5

3) Osserviamo che

z 1
I::/2 ( : +Sinxcos4x) dx
0 4sinx + 3cosx
2 1 3 . 1 s .
:/o 4sinx—|—3008xdx+/0 S L CoS xdxzj—g[cos z]] :J-i-g.
2_dt: si ha

Per calcolare J operiamo la sostituzione ¢ = tan 3, da cul dzr = =

I / Ly /1—2 dt 2/1 L
= T = =—5
o 4sinz 4 3cosx o St—3t2+3 3 Jo (t—3)(t+§)
1/ /11 L 1 t—301" 1
— - —dt—/ —dt ) = —= |log = ¢ log6,
5\Jo t—3 o t+1 5 5

0
da cui infine

t+ 3

1
1= (log6+1).
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II appello - 2 Febbraio 2016

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

o ()
. x2+2
lim arctan(—vz2+4 )
@—r+00 ( )\/x2—|—4—\/x2—3

2) Studiare, al variare di z € R, la seguente serie:

3) Calcolare il seguente integrale:

/ 2€3a: _ 629@ + Te®
(& +9)(e" —2)

Svolgimento

1) Osserviamo che il calcolo diretto fornisce una forma indeterminata. Risulta tuttavia

lim,_, ;o arctan(—+v/2? 4+ 4) = —7 e, razionalizzando il denominatore,

1 1
. tan (Tm) o tan (Tm) Vel T4+ Va2 =3 2
L := lim = lim ==

x—+00 \/x2+4—\/x2—3 —+00 x++2 V2 +2 7’

tanx
T

tenendo presente il limite notevole lim,_,q = 1. Si conclude dunque che

tan (ﬁ) T
lim arctan(—vzx2 + 4 ° = ——.
T—+00 ( )\/x2+4—\/x2—3 7
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2) Si tratta di una serie a termini di segno qualunque. Se z = —% la serie diventa a termini
identicamente nulli, dunque ovviamente converge.
Se x # —% studiamo la convergenza assoluta con il criterio del rapporto. Posto a, :=
243 (22 4 1)" risulta

+_1
x
2|’

_ n+4 2"
- |2$+1|nl—l>rfoo e

Ant1

lim
n—-+o0o

Qn

dunque la serie converge assolutamente, e quindi converge, se

1
T + 5‘ < 1, ovvero se

<x <

N

1
5-
Se x > % la serie ¢ a termini positivi, dunque in questo caso diverge, in quanto diverge

assolutamente.

Se r < —% la serie ¢ a termini di segno alternativamente positivo e negativo. Poiché

An41 1
T+ z
2

tale che |a,11| > |a,|, per ogni n > 7. La serie ¢ dunque indeterminata, per un criterio

risulta in tal caso lim
n—-+oo an

> 1, per definizione di limite esiste n € N

di indeterminatezza, essendo (|a,|), definitivamente crescente.

Se x = % la serie ¢ a termini positivi e diventa

“+oo

Z(n—i—B) :

n=0

essendo lim (n + 3) = 400 la serie in questo caso diverge.

n——+00
Infine se x = —% la serie ¢ a termini di segno alterno e diventa
+oo
D (=1)"(n+3).
n=0

Poiché |a,| =n+3 <n+4 = |a,11], per ogni n > 0, la serie ¢ indeterminata, essendo

(|an|)n crescente, per un criterio di indeterminatezza.

In conclusione la serie data é:
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- convergente se —Sczr<l
2 2
- divergente se x > %;

- indeterminata se z < —2.

N

3) Effettuando la sostituzione e¢” = t, da cui dt = e” dx, l'integrale diventa

[__/263”"—62”"—1—7693 da:—/ 22—t 47 ”
) @49 (er—2) ) (249t —-2)

Utilizzando ora la formula di Hermite si ha

20 —t + 7 _At+B+ C
#2+9)(t—2) 249 t-—2

se e solo se )
A+C =2
—-2A+B=-1
—-2B+9C =7
\

da cui A = B = C = 1. Risulta pertanto

t+1 1 1
I= dt —dt —log(t?
/t2+9 + t—2 og(" +9) + 9/t2

1
1dt+log|t—2\

9

5 log|t —2|+C

\_/w

1 t
= —log(t*+9) + = arctan (§

| Q)

_|_
1 2x * T
=3 —log(e* +9) + - arctan +log | — 2| + C,

con C € R.
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IIT appello - 7 Giugno 2016

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

. VAdxr — 4 arctan(v/z — 1)
im :
z—1+  cos(y/2x —2) — e?* 1

2) Data la funzione f:R — R definita come:

:L‘COS(g—l), T > 2,
3 — 6, 0§x§2,x#%ﬁ,n€N,
f(x) = < 2 x:{,/lﬁ,neN,
$37 $<O,$¢Q,
\—1, r <0, zeQ,

si chiede di determinare i punti di continuita di f, classificandone le eventuali discon-
tinuita.

3) Calcolare il seguente integrale:

V1o vV —5
/ VIO
¥5 x
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Svolgimento

1) Osserviamo che il calcolo diretto fornisce una forma indeterminata. Risulta tuttavia

I VAx — 4 arctan(v/x — 1)
im =
e—1+  cos(v2z —2) — e** 1
, arctan(v/z — 1) 1
=2 lim (z — 1) :
o1+ vVr—1  cos(v2x—2)—14+1—er !
arctan(y/z — 1) 1 2

=2 lim =—=
z—1+ vr—1 2‘305(2\/(155_—15)—1 + 1;31_21*1 (x4 1) 3
t 1-— 1 r—1
tenendo presente i limiti notevoli lim arcant _ 1, lim ﬁ — —¢lim S = 1.
z—0 T z—0 €T 2 z—0 i
2) Poni 2 1,2 A { 1,2 }
oniamo a, == —,n=1,2,...,e A=qa,, n=1,2,... ¢.
Jn
Studiamo il punto a; = 2. Risulta
x
I — i (——1):2:1' — lim (2% — 6) = f(2),
g o) = i weos (5 g fw) =l F-0=70)
per cui f e continua nel punto 2. Studiamo ora i punti a, € A, n = 2,3,.... Fissato

n > 2 risulta

2
e lim f(z) = f(a,) = — se e solo se n = 1. Pertanto tutti i punti a,, n # 1, sono
T—an n

punti di discontinuita di prima specie eliminabile per f.

Per quanto riguarda il punto z = 0, essendo 0 € A’ si ha

2
lim f}A(a:) = lim —=0, lim

@)= lim (2°—6)=—6,

z—0t n—+oo 1, z—0t+ =0t z¢A
lim r)=—1, lim )= lim 2°=0
z—0— f‘Q< ) ’ z—0— f‘R\Q( ) z—0—,zeR\Q 7

ovvero non esistono né lim f(x), né lim+ f(x): pertanto 0 € un punto di discontinuita
z—0~ z—0

di seconda specie.
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Sui punti z < 0 f(x) segue una legge di tipo Dirichlet, in quanto

-1, <0, z€Q,

flz) =
2, v<0, z&Q.
Fissato ¥ < 0 risulta
: _ : _ =3
e x> = —1 se e solo se T = —1; si conclude dunque che T = —1 ¢ di continuita per f,

mentre i punti T < 0, T # —1, sono di discontinuita di seconda specie.
Sui punti z > 2 e 0 <z < 2, x # a,, n € N, la funzione ¢ ovviamente continua in

quanto prodotto e composizione di funzioni continue.

3) L’integrale dato presenta un differenziale binomio del tipo 2™ (ax? + b)", con m = —1,
1 1
a=1b=-5,p=3n= 37 dove mtl_ 0 € Z. Si puo pertanto effettuare la
p

2

sostituzione 22 — 5 = u?, da cui x = Vu2 +5 e dx = —LQ du. Si ha dunque
3 (uz + 5)§

V0 /285 5 9 (V5 2 9 [V5 1
I::/ x—dac:—/ 2u du:—/ 1— = du
V5 T 3Jo u*+5 3 Jo e +1

=2 i VBarcan (%)}”zﬁ(l_z).
V5/ 1o
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IV appello - 28 Giugno 2016

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Date le funzioni

flx) = (6\/973 — 1)Va3 + 22 4 52° tan <§> ,
g(z) = sin(vz?) arctan(v/z),

determinare 'ordine di infinitesimo di f(x) rispetto a g(x), per z — 0.

2) Studiare la seguente funzione, tracciandone un grafico approssimativo:

3) Calcolare il seguente integrale:

/72r cosxsinw p
.
o (3—cosz)(cos?x+9)

10
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Svolgimento

1) La funzione f(z) ¢ somma di due infinitesimi, per z — 0%. Lordine di (e¥*® — 1)

rispetto a = ¢ ‘%, per x — 0%, per cui l'ordine di (e‘/;?’ — DvVad 4+ 2% ¢ g, poiché

I'ordine di V23 + 22 & ovviamente 1. L’ordine di 5z° tan (%) invece e 6, rispetto a x,

per x — 0. Infine g(z) ha ordine 2 rispetto a x, in quanto sin(vz3) ha ordine g,

mentre arctan(y/x) ha ordine % Pertanto, applicando il principio di sostituzione degli

infinitesimi, risulta, per a = %,
. f(x) ' (e\/ﬁ — )3+ a2
lim ——— = lim .
#=0% [g(x)]3 @0 [sin(va3) arctan(/z)]4
5 Vad _
_ l’g le r+1 B
= 5 - 17
z—0F [sin(\/x?’) arctan(\/i)} i 5
vz Ve Lz

da cui si conclude che 'ordine di infinitesimo di f(x) rispetto a g(z), per z — 07, ¢ 2.

2) Il dominio della funzione data ¢ D = R\ {0} e osserviamo che risulta f(x) > 0 per ogni
x # 0. Non ci sono ovviamente intersezioni con gli assi.

Per quanto riguarda gli asintoti, essendo

lim f(z) =0, lim f(z)= +oo,

T—+400 T—r—00

1—x
T e
lim M: lim
T——00 I z——oo I3

= —0Q,

I’asse x € un asintoto orizzontale per x — 400, mentre non ci sono asintoti orizzontali,

né obliqui, per x — —oo. Infine

lim f(z) = lim f(z) = +oo,

—0— z—0t
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per cui I'asse y € un asintoto verticale, sia da destra che da sinistra.
La funzione f e di certo derivabile in D, in quanto composizione e quoziente di funzioni

derivabili, e risulta
24z

- el—m‘
i

fla) = -

Risulta f'(z) = 0 se e solo se x = =2, f'(z) > 0 se =2 < x < 0, mentre f'(z) < 0 se
x < —2 oppure z > 0, dunque f & crescente in | — 2,0[, decrescente in (—oo, —2[ e in
10, +00). Il punto —2 & punto di minimo locale per f, mentre f non ammette massimo,
né minimo assoluti.

el—:c

La derivata f'(z) & a sua volta derivabile in D e f"(z) = - (2® + 4z + 6): essendo

dunque f"(x) > 0 per ogni = # 0, la funzione data & convessa in R_ e in R
Il grafico approssimativo della funzione e il seguente:

200k

150

v 100

.

-6 -4 =2 0 2 4

3) Effettuando la sostituzione cosz = t, da cui dt = — sinx dx, I'integrale diventa

7 /g cosxsinw d /1 t i
= T = :
o (3—cosz)(cos?z+9) o B=1)(*+9)
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Utilizzando ora la formula di Hermite si ha

t A Bt+C

B-0(E+9) 3-1 £+9

se e solo se

A-B=0

3B-C=1

9A+3C' =0

dacui A= B = % e C —%. Si ha dunque

0

1o 1 [ft-3 1 1] 1
== —dt+- | ——dt=—=1log|3—t —log(t*+9

6), 3-1 +6/0t2+9 g los 3 —Hl| & g5 los(t” +9)| +

1t at 1 1 1 1 1 ANE
- — —:——log2+—log3+—log10——log9——arctan(§) =

18Jo (1)2+9 6 6 12 12 6

Lo (3L (]
= — — | — < arctan [ = | .
128\3) T gty
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V appello - 12 Luglio 2016

1) Calcolare il seguente limite:
1

: 1 vVn+2—+n—2
1 t +2)( 1+ —— .
lim arc an(v/n )( 4m>

2) Studiare, al variare di z € R, la seguente serie:

e n Vn
g(_l) (z—4) vn+1+1logd

3) Calcolare il seguente integrale:

3
/ log(1 4 V2t + 3) dt.
-1

14
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Svolgimento

1) Osserviamo che il calcolo diretto ci porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia,
1
) Vn+2—+/n—

L := lim arctan(v/n + 2
n—-+o0 ( ) ( 4d+/n + 2
1

<1+ 1 )4\/"+2-4\/n+2(\/n+2—\/n—2)
4v/n +2 '

= lim arctan(vn + 2)

n—-+o0o

Razionalizzando 1’esponente si ha poi

1 . Vn+2+vn -2
= lim

lim
n—too dy/n +2(v/n+2—n—2) notoe 16y/n+2

1y, WY L

16 n—+4o0o \/— 1 + 2

Pertanto, tenendo presente il limite notevole lim,, (1 + %)" = ¢ ed il fatto che

lim,,, o arctan(y/n + 2) = 7, si conclude che

2) La serie data ¢ a termini di segno qualunque e si puo anche scrivere come

+00
Soay Y
= vn+1+log4

Se x = 4 la serie diventa a termini identicamente nulli, dunque ovviamente converge.

Se x # 4 studiamo la convergenza assoluta tramite il criterio del rapporto. Posto

Ap = (4 — ZL‘)”\/WILZW risulta

) Qi1 vn+1 vn+1+log4
lim = |4 —z| lim
n—+oo | @, n—+oo \/n + 2 + log 4 \/ﬁ
RIS )
=14 — x| lim = |4 — x|,

n—+o00 2 log 4
(/142 + 1)
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dunque la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |x — 4| < 1, ovvero se

3 <z <b.

Se x < 3 la serie ¢ a termini positivi, dunque in questo caso diverge, in quanto diverge

assolutamente.

Se x > 5 la serie ¢ a termini di segno alternativamente positivo e negativo. Poiché

Qp+1
G,

risulta in tal caso lim = |4 — x| > 1, per definizione di limite esiste n € N tale

n—-+00

che |a,11| > |an|, per ogni n > n. La serie ¢ dunque indeterminata, per un criterio di

indeterminatezza, essendo (|a,|), definitivamente crescente.

Se x = 3 la serie e a termini positivi e diventa

+Z ﬁ :
—vn+1+logd '
\/ﬁ

essendo lim =1 # 0, la serie in questo caso diverge.

n—too \/n +1+logd

Infine se x = 5 la serie ¢ a termini di segno alterno e diventa

+oo
Z(_l)n \/ﬁ .
- vn+1+log4

Osserviamo che

vn _ vn+1 | |
= |an s
vn+1+logd /n+2+log4 .

|an| =
per ogni n > 0: questo infatti e equivalente a
Vvn(vn+2+1logd) < vVn+ 1(vVn+1+log4),

ovvero

Vn2 4 2n++/nlogd < Vn2+2n+1++vn+ 1log4,
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che & sempre vero. La serie dunque & indeterminata, essendo (|a,|), crescente, per un

criterio di indeterminatezza.

In conclusione la serie data e:
- convergente se 3 < x < 9;
- divergente se z < 3;

- indeterminata se x > 5.

3) Effettuando la sostituzione u = /2t + 3, da cui t = “22_ 3 e dt = udu, risulta
3 3
I:= / log(1 4+ V2t + 3)dt = / ulog(l + u) du.
—1 1

Applicando ora la formula di integrazione per parti si ha

2 51 3 2 9 1 1 /3 1
I = |—log(l _ - du= -logd — =log2 — = —1 d
l? o8 +“)L 2/1 Tru 72787208 2/1 <” +1+u> "
2

9 1 U u 1 3
= “logd — ~log2 — |— — = + = log|1 =8log2 — 1.
5 og 5 og [4 2+2 og | +u|}1 og
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VI appello - 9 Settembre 2016

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la continuita e la derivabilita della funzione f : R — R definita come

.
2:c+l -1
w1 kel
f(z) = 0, r=—1,
i -1
0 x
2) Studiare, al variare di z € R, la seguente serie:
+oo
> (z—1)*"(16" + log n).
n=1

3) Calcolare il seguente integrale:

/er Stan’z +tanz + 1
x.
0

cos?x + 2+ 3sin’x

Svolgimento

1) Osserviamo che la funzione data e di certo continua per ogni z # —1, 0, in quanto somma,
composizione e quoziente di funzioni continue. Per quanto riguarda il punto -1 risulta

) oozl . 2e+l 1 log 2
Jm fle) = fim = = I e T T

mentre f(—1) = 0: il punto -1 & dunque un punto di discontinuita di prima specie
eliminabile per f. Si ha poi

2x+1 -1
lim f(z)= lim

z—0~ z—0~ ZL’2 -1

=1,
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mentre

' -1
lim f(z) = lim sin(e = 1)) = 400,

z—0t z—07t T

da cui 0 & dunque un punto di discontinuita di seconda specie per f.

Per quanto riguarda la derivabilita, la funzione data e derivabile per ogni z # —1,0, 1,
in quanto somma, composizione e quoziente di funzioni derivabili. Nei punti -1 e 0 non

¢ derivabile, non essendo nemmeno continua. Per quanto riguarda il punto 1 risulta

f@) = fQ) | sing— 1)

lim =1,
es1t x—1 et x(x —1)
mentre
— 1 in(1 —
i S@ Q) sin-a)
es1- o —1 es1- x(z —1)
per cui la funzione data non e derivabile neanche in 1.
Risulta infine
.
27 Jog 2(2? — 1) — 22(27F — 1)
@2 —1) , <0, x#—1,
o) — zcos(l — x) +sin(l — x)
f'(x) — = , 0<z <,
xcos(r — 1) —sin(z — 1)
> 1.
\ x? ’ o

2) La serie data ¢ a termini di segno positivo e, posto a,, := (x—1)1"(16"+logn), osserviamo
che per z = 1 & a termini nulli, dunque ovviamente converge. Se x # 1 si puo studiare

la convergenza con il criterio del rapporto. Risulta

. 167! +1 1 1 4 leelntl)
lim 2 = (7 — 1)* lim Flog(nt ) 6 gyt pp Lo
n—too n—+oo 16" 4 log(n) n—rtoo 1 4 blg()#

=16(x — 1)* = (20 — 2)*
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20
e dunque la serie converge se |2z — 2| < 1, ovvero se % <x <

%, mentre diverge se
T < % oppure r > %, dal criterio del rapporto.

_ 3 _ 1 C
Se x = 5 oppure x = ; la serie diventa

—+o00

“+oo
1 " logn
E %(16 +logn) = E <1+ T ) :
n=1 n=1
: . . logn o
Essendo in tal caso lim a, = lim (1-+ =1 # 0 la serie diverge.
n—+oo n—4o0o 16™

In conclusione la serie data e:

1 3.
- convergente se 5 <z < 3;

- divergente se z < § oppure z > 3;

3) Effettuando la sostituzione ¢ = tanx, da cui dz =

dt

1+t2>
risulta

tenendo conto che cos?z = #,

s /zlr 5tan2x+tanx+1d /Z5tan2x+tanx+1
= €Tr =
o cos?x +24 3sin’x 0

152
ot +t+1
de = | ————dt
5—2cos?x v /0 5t2 + 3
1 1
t—2 1 10t

2/1 dt

dt — =

+3 10 J, 5t2+3 3y 32+1

' 2 t \/gt

— —— arctan —

0 /15 3

1+ 11 8 2 t \/g

= — 10 — — ——— arctan — .
10 °®\3) " 15 3

wlut

1 1
=14+ —1 2
+ 10 og(bt* + 3)

0
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Prove scritte di Analisi Matematica 1 - A.A. 2016,/2017
Corso di Laurea in Ingegneria Civile

Corso di Laura in Ingegneria Informatica ed Elettronica

I appello - 9 Gennaio 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

, (cos(\/2x —2) — et
lim

log x

1
t .
+ arctan (x2 — 1))

r—1t

2) Dato l'insieme

1
A: [—1,0]U{2—n2, n = 1,2,}
si chiede di

(a) determinare Is(A), A', A, A" .= (A"Y, Fr(A), A,
(b) stabilire se A & aperto, chiuso, limitato, compatto, connesso;

(c) determinare inf A e sup A.

3) Calcolare il seguente integrale:

/0 e — Qe®
3z 2z T dx.
log(1) € — 2e** + 3e* — 6
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Svolgimento

1) Osserviamo che il calcolo diretto del primo addendo conduce ad una forma inde-

terminata, mentre ovviamente

I ( L T
im arctan = —.
x%l‘*’a cha 2 —1 2

L oet—1 . log(x+1) . 1—cosx
Tenendo presenti i limiti notevoli lim =1=lim 8 ), lim =
z—=0 T z—0 x z—0 x?

1
3 risulta tuttavia

cos(v2x —2) —e* ! T <Cos(\/m) —1 N 1-— ex_l)

z—1+ log z—1+ log x log

(2cos(m)—1 r—1 N 1—e ! r—1 )
2r — 2 log(1 4 (z — 1)) z—1 log(l+ (z—1))

= -2,

da cui si conclude che

V2 —2) —e* ! 1
lim (COS( * )¢ +arctan( ))ZZ—Z.

z—1+ log x x?—1 2

1
2) Poniamo a,, := —,n=1,2,....
2n?

(a) Risulta Is(A) = {a,, n = 1,2,...}. Fissato infatti n € N, & sufficiente

scegliere

1 1 2n+1
2n2 2(n+1)2  2n2(n+1)2

0 <r <mind{|a, — apns1l, |an — an_1|} = an—au41 =

per avere B(a,,r) N A = {a,}.

Risulta poi A" = [—1,0] (tenendo anche conto che la successione (a,)nen tende a
0, per n — +00) e, di conseguenza, A" = [—1,0].

Si hapoi A= A'UIs(A) = Ae A° =] —1,0[, in quanto solo per i punti dell'inter-
vallo aperto | — 1, 0] esiste una boccia centrata nel punto e tutta contenuta dentro

I'insieme A.
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Infine, tenendo conto del fatto che tuttii punti isolati sono anche di frontiera e che i
punti-1 e 0 sono di frontiera per [—1, 0], si conclude che Fr(A) = {—1,0}U{a,, n =

1,2,...}.

(b) L’insieme A & chiuso, in quanto A = A, pertanto ovviamente non ¢ aperto. A é
invece limitato, essendo ad esempio A C [—1, %} , e dunque é compatto. L’insieme,
infine, non & connesso: basta infatti considerare, ad esempio, B = ]—1, }1[, C =
|3, 1] per avere

e (BNA)#£D, (CNA)#D,

e (BNA)N(CNA) =0,

o (BNAU(CNA) = A.

3) Operando la sostituzione t = e*, da cui dt = e” dz, si ha

0 2 1
e — Q9e® t—9
I:= dx = dt
/1(;)635”—262‘”—1—361—6 v /;t3—2t2+3t—6

og
1 _ 1 _
1 2t —2)+3(t—2) 1 (t2+3)(t —2)

Utilizzando la formula di Hermite risulta

t—9 _At+B  C  AP*—2At+ Bt — 2B+ Ct* +3C

@E3)(—2) P+3 1-2 1 3)(—2)

se e solo se

A+C=0
—2A+B=1

—2B+3C=-9
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dacui A=1, B=3, C = —1. Pertanto

1 1 1 1
t+3 1 1 t+3
e dt— [ 5 dt= |5 log(t* +3 — —dt —[log|t —2[]}
[t2+3 L2 {2 og(t” + )}ﬁ/ e [log [t — 2[]1
2 2 <7§ +1
1

1 13 t\1" 3
— Zlogd — = 2
5 og4 210g<4>+\/§{arctan(\/§)]l —|—10g( )

_ \/_% — V/3arctan (%)

N|—=

[\

1
+ log 3 — 510g13+10g2.
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IT appello - 6 Febbraio 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

, <\/aj3 To4+1
hm R —

(a%42) (Vo H1-vaT—2)
a3 4+ 2 )

T—r—+00
2) (a) Sviluppare in serie di McLaurin fino all’ordine 2 le funzioni
f(z) =log(1+sin(2z)), g(x) = V1 + 422,

dopo averne determinato il campo di sviluppabilita.

(b) (Facoltativo) Utilizzando il punto (a), calcolare il seguente limite:

" (log(1+ Sin(2x)))2
im .
20 Y1+ 4a? — 1

3) Calcolare il seguente integrale:

/ 1 1 1+ ! d
) x.
sin? & tan? z
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

(z3+2) (V3 +1—va23 -2
. Vad+2+1 ( )
L:= lim | ————

T——400 3+ 2

2 13+17(1372)

r ] VAR VP S e
~ Jim ( +—)
3+ 2

T—+00

L\ VR
(1+ =) ;
+2

:e’

T——+00 ZE?’

T—-+00

1 x
tenendo presente il limite notevole lim (1 + —) =e.
x

2) (a) Per quanto riguarda f(z), sinx ¢ sviluppabile in serie di McLaurin per ogni
x € R mentre, per quanto riguarda il logaritmo, deve essere —1 < sin(2z) < 1,
ovvero 2x # —% + 2km, k € Z, da cui f ¢ sviluppabile in serie di McLaurin per ogni

r # —% +km, k € Z. Ricordando che

23
sinx:x—g—k..., Vr € R,
e che
22
log(l—l—x)::c—?—i—..., -1 <z <1,

si conclude che

sin?(2z)

f(z) = sin(2z) — + o(sin?(22)) = 2x — 22° + o(2?), x # —% +kr, keZ.

Osserviamo poi che si puo scrivere g(z) = (1 + 422)3 e ricordando che

«
(1+2)*=1+ T+ 2+ x| <1,
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1
g(z) & sviluppabile in serie di McLaurin se |[42%| < 1, ovvero se —5 <z < o

4 1 1
g(x):1+§x2+o(x2) Ty <T< g

(b) Utilizzando gli sviluppi ottenuti al punto (a) ed il principio di sostituzione degli

infinitesimi, risulta

_ (log(1+ sin(2w)))2 . (2z—22 + 0(172)))2 . 4a?
lim . = = lim 5 5 =lim — =3
=0 /1 +422 -1 z—0 322 4 o(2?) v=0 2

dt

T4 € utilizzando poi il procedimento di

3) Ponendo, ad esempio, t = tanx, da cui dx =

integrazione per parti, 'integrale diventa

1 1 1 1
1= 1 1 der = [ =<1 1+ = dt
/sin2x og( +tan2x) ’ /t2 og( +t2>
1 1 1
=—-1 1+=|—2 | ———dt.
/ Og< +t2) /t2(1+t2)

Per calcolare J := [ m dt si puo utilizzare la formula di Hermite, ponendo

1 A B Ct+D At+ At + B+ Bt + Ct* 4+ Dt?

t2(1+t2)_t+t2+ 1+t 2(1 +12)

dacui A=C=0, B=1e D = —1. Risulta pertanto

dt dt 1
J:/t_Z_/l—i—t?:_;_arCtant—i_O’

C € R, da cui infine

1 1 2
I =— log ( 1+ 5 + +2x + C,
tanx tan® x tanx

C eR.
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IIT appello - 17 Febbraio 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

2) Studiare, al variare di € R, la seguente serie:

+00 92
Z(e% —1)"log (2 + ﬁ) :

n=1

3) Calcolare il seguente integrale:

/ V3e3® + 2dx.
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Svolgimento

1) II calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

L:= lim [\/;(3¢%ﬁ+1—3>—x}: lim x[3\/§(3¢%—1)—1

T—+00 T—r+00

2
3vait —1
= lim xz [6 5 v T 1
T—+00 o T +

dal momento che lim, ,, .,z =+ e

= —{—OO’

lim 5 —
T—+00 T r+1

2
§ver — 1
[6 i 1] —6log3 —1>0,

xT

utilizzando il limite notevole lim
x—0 x

= log 3.

2) Si tratta di una serie a termini di segno qualunque.
Posto a, := (** — 1)"log (2 + %), n=12 ..., se x =0 diventa a,, = 0, per ogni
n € N, dunque la serie ovviamente converge. Se x # 0 studiamo la convergenza
assoluta, utilizzando il criterio del rapporto: essendo

10g (2 + ﬁ)
— 1] lim 5
notoo log (24 %)

an—l—l

lim = |e** = le** — 1],
Qn

n—-+o0o

la serie converge assolutamente, e dunque converge, se |e** — 1| < 1: essendo €** > 0

per ogni z, tale disuguaglianza ¢ verificata se e** < 2, ovvero se x < 10%2 =log V2.

Se x > log /2 la serie & a termini di segno positivo, dunque diverge in quanto diverge

assolutamente.

Se x = log V2 la serie diventa

+o0 9
Z log(2+— ],
n=1 n
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2
che diverge, essendo a termini di segno positivo e dato che lim a, = lim log (2 + —3) =
n

n—-4o00 n—-400
log 2 # 0.

In conclusione la serie data converge se = < logv/2, diverge se z > log v/2.

3) Effettuando la sostituzione u = v/3e3* + 2, da cui = = %log (“23_2) e dr = du,

2u
3(u?—-2)

I'integrale diventa

I—/\/Wda:—g/u;‘ildu—z/( 22)du
:§u+%/(u—\/§§?u+\/§)du 3" f/(u— V2 u—I—l\/—) e

2 V2 -2 3e3 +2 —
=-u+—log|——=|+C = \/335”—1- +
u+/2 ®|\V3em 1o +\/_

3 3

con C € R.
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IV appello - 5 Giugno 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

lim

T—+00 4

a

2) Studiare la seguente funzione

f(z) = 2*[log(2*) + 1,

tracciandone un grafico approssimativo.

3) Calcolare il seguente integrale:

2
/arctan (\/a:——l—2> dz.

(x4 + 322 + 2 logx)gw% tan(1/v/a)

11



12
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto del limite dato porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

L:= lim
Tr—-+00

(x4 + 323 4+ 2logw

325 tan(1//@)
x4 )

3 3z3+2 log x
A 3x2 tan(l/ﬁ)T

1 5231210z
= lim ||14+——

T—>+00 —aa
3z3+2logx

Osserviamo ora che
stan(1/y/x) 32® + 2log

, 3 323 + 2logx ,
IEIJPOO 3x tan(l/\/E)T = xglfoo 3z NG NS
3
~ lim 3tan(l/\/i) 37+ 2logx 0.
z—r+00 1/\/5 x3

nx
= 1 ed il fatto che log x sia un infinito di ordine inferiore

tenendo presente che lim
z—=0 X

a qualunque potenza di x, per x+ — +00. Tenendo conto infine del limite notevole

lim
T—r+00

1 xr
(1 + —) = ¢, si conclude che L = €.
T

2) La funzione data ¢ ben definita per ogni x # 0, per cui il dominio ¢ D(f) = R\ {0}.
Osserviamo che la funzione f & pari, nel dominio, in quanto f(—z) = f(z), per ogni

x # 0: possiamo pertanto, senza restrizione di generalita, studiare la funzione per

x > 0 ed estendere poi lo studio per simmetria a tutto il dominio. Sia dunque z > 0 e
osserviamo che, in questo caso, possiamo scrivere
f(z) = 2*(2logx + 1).

Per quanto riguarda la positivita, si ha f(z) > 0 se e solo se 2logx + 1 > 0, ovvero

se r > e’%, mentre f(x) < 0se 0 < x < ez, 11 grafico di f interseca dunque I’asse

. . _1 . . . . .
delle ascisse in x = e~ 2, mentre ovviamente non ci sono intersezioni con 1’asse delle
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ordinate.

Studiamo gli eventuali asintoti. Poiché

lim f(z) = lim 2*(2logz + 1) = +o0,

T—+400 T—+400

lim @) = lim z(2logz + 1) = +o0,

r——+oo I T—>+00

non ci sono asintoti orizzontali, né obliqui, per x — 400. Osservando che logx é un

infinito di ordine inferiore a qualunque potenza di 1, per  — 0%, risulta poi
x

lim f(r) = lim 2*(2logz + 1) =0,

z—0t z—0t

da cul non ci sono asintoti verticali e la funzione data ¢ estendibile con continuita anche

in 0.

La funzione f(z) ¢ continua e derivabile in D(f) e risulta
f(z) =4x(logz + 1) :

essendo, per z > 0, f'(x) > 0se esolo selogz+1 > 0, ovvero se z > e~ !, nella semiretta

-1

R la funzione risulta decrescente in ]0, e[, crescente in Je™!, +00). 1l punto e~! & di

minimo assoluto, mentre ovviamente non ci sono punti di massimo, nemmeno relativo.

f'(z) é a sua volta derivabile in D(f) e si ha

"

[ () = 4(log z +2),

2

per cui f (z) > 0 se e solo se logz + 2 > 0, cioé per © > e~2. La funzione f(z) é

dunque concava in |0, e~2[, convessa in e %, +00) ed il punto e~? & un punto di flesso.

Tenendo conto della parita della funzione si ottiene il seguente grafico approssimativo:
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(=)
=
2

3) Operando il procedimento di integrazione per parti risulta

2 2 T
I ;= [ arctan dx = x arctan + / dz.
/ <\/x+2> (\/aH—Z) (x 4+ 6)vVx+2

Risolviamo ora l'integrale

= / (x+6)mdx'

Operando la sostituzione v = vz + 2, da cui x = u? — 2 e dx = 2u du, si ottiene

u? — 2 6
J /u2+4 “ /< u2+4) Y

1
:2u—3/2—du:2u—6ar0tan<g>—l—C,
(51 :

C € R. Concludiamo pertanto che

2V 2
>+2\/:v+ —6arctan( :1:'2—1— )—I—C,

I = x arctan (

2
VI + 2

con C' € R.

14
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V appello - 3 Luglio 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

Iim log(cos(v/2%))

z—0t .T3 '
arctan
rz+1

2) Studiare la continuita e la derivabilita della funzione f : R — R definita come

"2 —1
+1, T > 2,
r—2
flz) =142 z =2,
sin(|x 4 11), xr < 2.

3) Calcolare il seguente integrale:

T 2
/0 <% sinx—i—sin(Q:v)) dx.

15
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto del limite dato porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

Lo fim Jos(cos(V2?)

z—0t [L’g
arctan
z+1

3

- liny log(1 + (cos(;/x?’) —1)) cos(\/af) -1 = 1) - _%’
z—0 —
- cos(vVad) — 1 T arctan ( x )
r+1
1-— 1 log(1 t
tenendo conto dei limiti notevoli lim ﬂ = —, M =1=lim areant
x—0 x 2 =0 xT z—0 x

2) La funzione data ¢ certamente continua se z # 2, in quanto composizione, somma e

quoziente di funzioni continue. Nel punto 2 invece si ha

MH(ij:i+l>:2:f@%

r—2+ x—2
mentre

lim sin(|z 4 1|) = sin(3) :

r—2~

essendo ovviamente sin(3) # 2, x = 2 ¢ un punto di discontinuita di prima specie non

eliminabile per f.

Per quanto riguarda la derivabilita, la funzione é derivabile per ogni z # 2, —1, in

quanto composizione, somma e quoziente di funzioni derivabili. Nel punto 2 non é

derivabile in quanto non € continua. Resta da studiare z = —1: poiché
lim flz)— f(=1) — lim sin(x 4+ 1) 1,
-1+ r+1 e—s-1+ x+1
mentre
lim flx) = f(=1) — lim sin(—z — 1) — _ lim sin(z + 1) _

z——1— x+1 r——1% x+1 z——1+ x+1
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la funzione non é derivabile nemmeno in z = —1.
Si ha infine
([ pev2 — 3e72 4 1 -
T
(,:C _ 2)2 ) )
f,(x): cos(x+1)’ —1l<x<?2,
—cos(—zx —1)=—cos(z+1), z<-L1.

\

3) Risulta ovviamente

T 2 ™ 2 ™
I:= / (% sinz + sin(?m)) dr = / _cos(2z) sinz dx + / sin(2x) dx
0 0 0

cos? x — cos2x — 4

e si puo osservare che il secondo integrale ¢ immediato:

/ sin(2z) dx = / 2sin(x) cos x dr = [sin® z]j = 0.
0 0

Per quanto riguarda il primo integrale, operando la sostituzione cosx = t, da cui

—sinx dr = dt, si ha

i 2 9 20 -1
/Msmx:/ 2eosr =1L
0 4 0

cos? x — cos2x — 4

otz 1 1oz -1

. 2—4 L 12—4

Dividendo 2t> — 1 per t? — 4 si ottiene
22 — 1 ! 7
dt = 2 dt
/1 -1 /1 < i )
7

1+ = / < )dt:4+z{log

) log 3} = ! log 3.

t—2

t+2

I,

173
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VI appello - 14 Luglio 2017
Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Date le funzioni
f(z) = arctan(z”® + 32°) — xsin (g) + x(1 — cos(2x)),

g(.flj) = 2I3+564 - 17

dopo aver provato che sono entrambe infinitesime, per  — 0T, determinare I'ordine

di infinitesimo di f(x) rispetto a g(z), per z — 0.
2) Studiare, al variare di x € R\ {0}, la seguente serie:

*i 22 —1\" 27
22 vVn+1

n=0

3) Calcolare il seguente integrale:

2t+1
dt.
=
Svolgimento

1) Osserviamo che entrambe le funzioni sono infinitesime, per z — 07, in quanto

lim f(r) = lim [arctan(z? + 32°) — 2 sin (g) + (1 —cos(22))] =0

z—0t z—0t
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Per quanto riguarda l’ordine, la funzione f(x) é somma di tre infinitesimi, per x — 07.

L’infinitesimo arctan(xz? + 323) ha ordine 2 rispetto a x, poiché

arctan(z? + 3x3) r arctan(z? + 323) 22 + 32°

im = lim =1
20+ x2 20+ 22 + 33 x2 ’
—xsin <“/75> ha ordine % rispetto a x, in quanto

lim |22 = L g N2
z—07t x% 2 z—0+ e 2’

mentre (1 — cos(2x)) ha ordine 3, essendo
lim x(1 — cos(2x)) 4 lim 1 —zoz(?x)

z—0t 3 z—0t X

=2

Pertanto l'ordine di infinitesimo di f(x) rispetto a ¢ 2, per z — 0. L'ordine di g(x)

¢ invece 3, in quanto

2z3+oc4 -1 2x3+x4 o 1 x3 + $4
lim ———— = lim 1 = log 2.
0+ 3 =0+ T34+ 1 3

Pertanto Pordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z) ¢ 3, per  — 07 infatti, per il
principio di sostituzione degli infinitesimi,

Z sin (‘/75)
T a0t (27% 42— 1)3

~ s (T) Va3 x3 4 x4 1
= lim —

z—0t \/TE 20/d + 2tV 227t — 1 2,/log2’

TNt
2

|/ ()
|

=20t [g(x)

2

n —-n
2) La serie data ¢ a termini di segno qualunque. In particolare, posto a, := <’“”x§1) jﬁ =T

< —1: la serie dunque ¢é a

osserviamo che a,, >

termini di segno positivo z > 1 oppure x < —1, a segno alterno se —1 < x < 1, x # 0,
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mentre per x = +1 é a termini nulli, dunque ovviamente converge. Se x # 0,+1 si

puo studiare la convergenza assoluta con il criterio del rapporto. Risulta

) (i1 ) 22— 1" vn+1 222 " 2 —1
lim = lim
n—+oo | @y n—+oo | 212 vn+1+1|22—-1 212
e dunque la serie converge, dal criterio del rapporto, se ‘”22;21 < 1, ovvero se —22% <

22 — 1 < 22% la seconda disequazione ¢ verificata per ogni z, mentre la prima &

verificata se r < —\/% oppure x > \/% Pertanto la serie converge assolutamente, e

1 1
dunque converge, se x < — 3 oppure x > .

Se —\/Lg <z < \/Lg, x # 0, la serie é a segni alterni ed é indeterminata, per un criterio

An41

di indeterminatezza: per quanto visto prima, infatti, lim,, . > 1 e dunque,

per definizione di limite, esiste n € N tale che, per n > n, |ay11| > |a,|, ovvero la

successione (|a,|)en € definitivamente crescente.

Se ¢ = 41 la serie diventa

+oo
> (-1)" :
_ -
o Vvn+
. . . . . _ . 1 1 -
ovvero a termini di segno alterno: essendo nl_lgloo lan| =0 e fan| = 77 > T

|1, per ogni n € Ny, per il criterio di Leibnitz la serie converge.

In conclusione la serie data é:
1 1.
- convergente se r < —;3 oppure x > 7
. . _L L
- indeterminata se B <T< 50 # 0.

dx
zlog2?

2t 41 1 1
1 ::/ * dt = / vt dx.
4t +3 log2 J x(x%+3)

3) Effettuando la sostituzione z = 2¢, da cui t = log, z e dt = I'integrale diventa
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Utilizzando la formula di Hermite si ha

r+1 A Bx+C (A+B)2>+Cr+3A

w(x24+3)  x 2243 22 + 3

da cui

3A=1

\
1 o~ :
—3, € = 1. Si ha pertanto

ovvero A= 1 B
1 [1[d 1z
I = _/_x+/ 3 dx
log2 |3 = 2?2+ 3
1 _11 +/ dx 1/ 2z J
= — logx - = xr
log2 |3 °® 2+3 6) 22+3

1 [1 1 x 1
= -1 + — arct — ] — =1 243 +C
log2 |3 ogx \/garc an (\/§> 5 og(x )} ,

da cui infine

1 1 1 2t 1
[— Zlog(2!) + —— arctan | —= ) — = log(4"
log 2 {3 a)+ 3o (\/3) 6 ol +3)] e

C eR.
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VII appello - 7 Settembre 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

e 94 cos(222 4 2)
lim .
20+ x? + 223

2) Data la funzione f:R — R definita come:

(( 2n—1 1
n r=—,n=12 ...,
n n? .
2, r<l,x#—, n=12...,
flz) = n
xt, x>1, 2 €Q,
\xgu ,’L‘>1,$¢Q,

determinare i punti di continuita di f, classificandone le eventuali discontinuita.

3) Calcolare il seguente integrale:

/log (1 + \/51+ 1) da.

Svolgimento

1) 11 calcolo diretto del limite dato porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

6sin(x2) ) 005(21‘2 + Jf) €Sin(x2) —1 - (]_ — COS(2I2 + ZL’))

L:= 1 = I
xigl* 22 + 223 xi%* x2 + 223
[ sin(2? :
~ L 1€ '( ) —1sin(z?) , 1—cos(22® + 1) (222 + 1) 1
z—0+ | sin(x?) x? (222 + x)? x? + 223
— lim _esm'(f”z) —1sin(z?) 1 - cos(22” + ) (20 4 1)? a1
e—0t | sin(a?)  a? (222 + x)? x?+ 223 2
e ... l—cosz 1 . e*—1 . sinz
tenendo conto dei limiti notevoli im ————— = —, lim =1=lim

z—0 x2 2 z—=0 g =0 I
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. 1 . . .
2) Poniamo a, = —,n=12..%¢€ A= {an, n=12... } Osserviamo subito che in
n

tuttiipuntix < 1, x € A e x # 0 la funzione é ovviamente continua essendo costante.

Studiamo ora i punti a,, € A. Per ogni fissato n € N, n > 1, si ha

T—an

lim f(z) = lim f(z) =2,

n

1 2n — 1 1 1
mentre f (—2) Sl = 2 — —: poiché ovviamente 2 # 2 — — per ogni n € N/ i
n n n n

punti a,, n > 1, sono punti di discontinuita di prima specie eliminabile per f.

Per quanto riguarda il punto 1 risulta invece

lim f(x) =2,

r—1—

mentre

1)= i = i t=1= i = 1l 3
f( ) x—>11+rgc€(@f<w) z%llJrIgEQx xﬁlhrfizg(@f(x) :c—)llﬁer}cQQx ’

per cui il punto 1 é di discontinuita di prima specie non eliminabile per f.

Per quanto riguarda il punto z = 0, essendo 0 € A’, si ha

lim f’A(m): lim f(1>: lim 2n—1:2’

z—0t n—+00 n? n—+00 n

lim f

z—0t

4e(8) =2 = [f(0) = lim f(z),

rz—0~

da cui esiste liné f(z) =2= f(0): f ¢ dunque continua in z = 0.
xT—

Nei punti z > 1, f(x) segue una legge di tipo Dirichlet, in quanto

2, r>1, reQqQ,
fla) =
2, x>1 v¢&Q.
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Fissato xo > 1 risulta allora

lim f|o(x) = j, lim o (%) = g,

T—x0 T—T0

e x§ = 13 se e solo se 7y = 1; concludiamo pertanto che tutti i punti xy > 1 sono punti

di discontinuita di seconda specie per f.

3) Integrando per parti si ottiene

Iri/bg(L+V;¥1>dx—xbg(k+¢;¥1>+l/myg+;i%i+ndt

e applicando ora la sostituzione v/z = t, da cui dx = 2tdt, si ha

t2 3t+2 3t+2
[:/kr+m@+mdﬁ:/(y_@+m@+10‘“:t_/kp+m@+mdt

Per risolvere l'integrale
t+2
(t+2)(t+1)

utilizziamo la formula di Hermite: possiamo scrivere

3+2 A B _At+AyBii2D A+B=3
(t+2)(t+1) t+2 t+1  (t+2)(t+1)

A+2B=2,

da cui A =4 e B = —1. Risulta dunque

dt dt
J:4/ / =4log|t+2| —log|t + 1|+ C,

t+2 ) t+1
C € R, e infine
1 _
I =zlog <1—|— \/E—i-l) + v —4log(v/x +2) +log(v/z +1) + C,
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VIII appello - 19 Settembre 2017

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

V2xr +4 —+2x —4
lim
r——+00

arctan(2z + 4).
sin <—1 )
V2z+1

2) Studiare, al variare di € R, la seguente serie:
*f gon_ (T +3)"
" log(v/n) + 3n

3) Calcolare il seguente integrale:

/m

tan x cos?

Svolgimento

1) II calcolo diretto porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

V2r +4—2x —4

L:= lim arctan(2x + 4)
rortoo sin [ ==
V2z+1
1
8 V2a
= lim 2L 2z + Larctan(2z + 4)
@—+00 \/2:c+4+\/2x—4sin< 1 )
V2x+1

1
S lim V2zr+1 NorEst

T—+00 /2 4 2 1
T V2 A V2e = gy <\/2$+1>

/1+1 1
=8 lim Voot
r—+-+00 \/1 4+ 4 2x + \/1 o sm( - + >

sinx

arctan(2z + 4)

arctan(2x + 4) = 2,

) T
tenendo conto del limite notevole lim =1 e ricordando che lim arctanz = —
z—0 x r—400
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400 3—n (z+3)" _

2) La serie data ¢ a termini di segno qualunque e, posto a, = > ' oa(/mien =

(3+1)"

Toe(/m) 13 osserviamo che a,, > 0 per z > —3. Se x = —3 si ha a,, = 0 per ogni n € N,

dunque la serie ovviamente converge. Se x # —3 possiamo studiare la convergenza

assoluta con il criterio del rapporto. Risulta

. |ant , (£ + 1)n+1 log(y/n) + 3n
lim |—| = lim -
n—+too | ay, n—too llog(vn+1) +3n+3  (2+1)
log(v/n)
==X 43
:‘f+1 lim n :‘5+1‘.
3 n—+o0 3

log(v/n+1) +3+ 3

Pertanto la serie converge, dal criterio del rapporto, se }% + 1‘ < 1, ovvero se —6 <
x < 0: concludiamo dunque che la serie converge assolutamente, e dunque converge,

se —6 < x<O0.

Se x > 0 la serie é a termini di segno positivo, dunque diverge, essendo assolutamente
divergente.

Se r < —6 invece la serie & a segni alterni e risulta indeterminata, per un criterio

di indeterminatezza: per quanto visto prima, infatti, lim,, . [“2=

> 1 e dunque,
per definizione di limite, esiste n € N tale che, per n > n, |ay11| > |a,|, ovvero la

successione (|a,|),en € definitivamente crescente.

Se x = 0 la serie ¢ a termini di segno positivo e diventa

“+oo

1
Z log(y/n) + 3n’

n=1

1

essendo Ay — W

~ ~ ed essendo ) ' - divergente, la serie in tal caso diverge,

per il criterio del confronto asintotico.
Se x = —6 la serie diventa

(="
Z log(y/n) + 3n’

n=0
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1
ovvero a termini di segno alterno. Osserviamo che lim |a,|l= llm ————— =
& n—-+00 janl = n—+o0 log(y/n) + 3n
1 1
0ela,| = = |ap41|, per ogni n € N, dunque

>
log(v/n) +3n = log(v/n+1)+3n+3

per il criterio di Leibnitz la serie converge.

In conclusione la serie data é:
- convergente se —6 < x < 0;
- divergente se z > 0;

- indeterminata se x < —6.

d.Z’

3) Effettuando la sostituzione tanx = t, da cui dt = , I'integrale diventa

7 _/ V3tan?zx — 2

tanzcos?T

_/fmdt
1

t

Si tratta ora di risolvere 'integrale di un differenziale binomio della forma t™(at? +b)",

1 1
conm=—-1,a=3b=-2,p=2,n= 7 Essendo mEl_ 0 € Z, si puo effettuare
p
la sostituzione 3t — 2 = u?, da cui t = “2+2 e dt = =—t— du: l'integrale diventa
dunque
]:/ 2u du:/ 1— du = |u —/ 5 du
. ut+2 1 u?+ 2 1 1 u 1
5) T

V7

1

— V7 —1—+2arctan (%)

—V7T-1-2 [arctan (\/;) — arctan (%)] :
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Prove scritte di Analisi Matematica 1 - A.A. 2017/2018
Corso di Laurea in Ingegneria Civile

Corso di Laurea in Ingegneria Informatica ed Elettronica

I appello - 9 Gennaio 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

n—+o00 nd—2n+3

im [(_)] arctan (VAT - V).

2) (a) Calcolare, in un intorno di 0, lo sviluppo in serie di McLaurin fino all’ordine 5 delle

funzioni

2

2
fla) =2 —cos(2?) = 1, g(x) =log <1+x_) ‘
(b) Calcolare l'ordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z), per x — 0.

(c) (Facoltativo) Determinare il campo di sviluppabilita di f(x) e di g(x).

3) Calcolare il seguente integrale:

10g2 5621‘
.
0 e*r —et — 06
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Svolgimento

1) II calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

3 9 nlogn 1 nlogn
L;:= lim ng—n+ = lim (1+ _n=r
n—+oo \ N3 —2n 4 3 n—+o0 n3 —2n+3

. n2 logn—nlogn
n572n+3 n3—2n+3
1

li -t . 1
= 11m _— =
n—+00 nd—2n+3 ’

1 n
utilizzando il limite notevole lim <1 + —> = e e tenendo presente che 'ordine
n—-+00 n

di infinito di <n2 logn—nlog n) ¢ inferiore a quello di (n® —2n+3), per n — +oo.

Inoltre

1 1
fa: =t st (VT ) = o (145 - ) ) -3

pertanto risulta

. 713 —n+ 9 nlogn T
lim _ arctan (\/ n>+1-— \/ﬁ> =5

n—+too [\ m3 —2n + 3

2) (a) Per quanto riguarda f(z), ricordando che

r? 2t
cosmzl—a—kzqk.., Ve € R,
da cui
xt zt
cos(x2):1—§+0(x5) e 1—cos(m2):?+o(x5),
e che
« «
(14+z)*=1+ x + 4+ o<1,
1 2

si conclude che, per x sufficientemente vicino a 0,

4 4

f(x) = /2 —cos(x?)—1 = <1+(1—cos(x2))>§—1 = 1+%%+0($5)—1 = %4—0(2:5).
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Per quanto riguarda g(x) invece, tenendo presente che

x? a8

10g(1+x):x—3+§+..., -1l<z <1,

risulta
x? 2
glx)=log [1+ = | == — = +o(z”),
2 8
in un intorno di 0.

(b) Utilizzando gli sviluppi ottenuti al punto (a) ed il principio di sostituzione

degli infinitesimi, si ha che

z—0 [g(x)]o‘ z—0 [%2}&

da cui, per a = 2,

lim _f(a:)Z = lim E4
z—0 [g(gj)] z—0 ‘Ez

Si conclude dunque che f(x) ha ordine di infinitesimo 2 rispetto a g(x), per x — 0.

(c) Per quanto riguarda f(z), sapendo che cosz ¢ sviluppabile per ogni z € R,
mentre (1 + 2)® lo ¢ se || < 1, f(x) & sviluppabile in serie di McLaurin se
|1 — cos(z?)| < 1, ovvero se cos(z?) > 0. Il campo di sviluppabilita di f(z) ¢
dunque dato da tutte le x tali che —7 + 2km < 7?2 < 5 + 2km, k € Z. Risolvendo
questa equazione si trovano, per k = 0, i valori }— o +\/§[; per k < 0 non ci

sono soluzioni, mentre per k£ > 0 si hanno tutte le x tali che

1/—g+2kﬂ<$<\/g+2kﬂ oppure —\/g+2kﬂ<x<—1/—g+2kw.

La g(z) ¢é invece sviluppabile se —1 < % < 1, ovvero z? < 2: il campo di

sviluppabilita di g(z) ¢ dunque [—v/2, V2]
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3) Effettuando la sostituzione ¢t = €*, da cui dt = e* dx, 'integrale diventa

log2 5e2® 2 5t 2 5t
e [ [ [
g e —e"—6 L t2P—1t—6 L (t=3)(t+2)

Utilizziamo ora la formula di Hermite: risulta

5t B A n B _At—i-QA—i—Bt—BB
(t-3)(t+2) t-3 t+2  (t-=-3)(t+2)
A+ B =5,
se e solo se dacui A =3 e B = 2. Pertanto
24 —-3B =0

2 5t 2 3 2 9
S AU ——;
L E=3)(t+2) ), t-3 L t+2
2
1

= [3log|t—3| +210g|t+2|] = log 2 — 2log 3.
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IT appello - 23 Gennaio 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

T—r+00

lim [2‘3“(12@) —cos (Vo +2— Vi - 2)} (22 + 1).

2) Dato I'insieme

si chiede di

(a) determinare Is(A), A', A" == (A")', A, A°, Fr(A);

(b) stabilire se A & chiuso, aperto, limitato, compatto, connesso.

3) Calcolare il seguente integrale:

/X ! 1 1+ ! d
0 ——— | du.
g Cos?x & 1+ tan?z
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Svolgimento

1) II calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

L:= lim [zta“(w%z) —cos(VT+2— VT — 2)1 (22 +1)

T—r+00

tan

#7) 1 tan () 200+ 1)

= [
e 2+ 2

T—r—+00 n

1"24-2

(1_@8( mm_g))@“”]
(

:) 1 tan () 220 + )

= lim
roteo an ( 5) x2+2 2?42
4
1 —cos («/790+2+\/7a:—2> 16(22 + 1)
+ 16 2
Ve (Vrt24vr-2)
1-— 1 27 —1
Pertanto, utilizzando i limiti notevoli lim ﬂ = —, lim = log2 e
=0 z 2" 2=0 x

. tanz
lim =1, e tenendo presente che
z—=0 I

. 16(2z + 1) 32x + 16

lim 5= lim
e che

22 + 1)

=0
z—4o0 124 2 ’

si conclude che L = 4.

2) Poniamo a, :=
(a) Risulta Is(A) = {a,, n = 1,2,...}. Fissato infatti n € N, ¢ sufficiente
scegliere

3n+1) 3n 9

O<r< i n — Un y |(Un ™ Un— = Unt417Un = - o
r <min{|a, = ans1],[an = an-1l} = an—a n+4 n+3 (n+3)(n+4)
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per avere B(a,,r) N A = {a,}.
Risulta poi A" = [-2,—1] U {3}. Proviamo che 3 € A’. Fissato r > 0, esiste

n € N tale che a, € B(3,r), da cui B(3,r) N A\ {3} # (: infatti per avere

la, — 3] = f—& — 3| = niJrg < r, basta scegliere n > % — 3. Di conseguenza
abbiamo che A" = [-2, —1].
Si ha poi A = AU TIs(A) = AU{3} e A° =] — 2, —1[, poiché soltanto per i

punti dell’intervallo aperto | — 2, —1[ & verificata la proprieta che esiste una boccia

centrata nel punto e tutta contenuta dentro 'insieme A.

Infine, tenendo conto del fatto che tutti i punti isolati sono anche di frontiera, che
il punto 3 ¢ di frontiera (poiché per ognir > 0, B(3,7)NA # 0 e B(3,r)NA® # ()
e che i punti -2 e -1 sono di frontiera per [—2,—1], si conclude che Fr(A) =

{-2,-1,3}U{a,, n=1,2,... }.

(b) L’insieme A non & chiuso, in quanto A # A, e dunque non & compatto; non
¢ nemmeno aperto, essendo A° # A. A ¢ invece limitato, essendo ad esempio
A C [-2,3]. L’insieme, infine, non ¢ connesso: basta infatti considerare, ad
esempio, B =]—3,0[, C =0, 3[ per avere

e (BNA)#0, (CNA)#D,

e (BNAYN(CNA) =0,

e (BNAU(CNA) = A.

3) Effettuando la sostituzione ¢t = tanz, da cui dt = CJi—?x» I'integrale diventa

1 /Z L 1 1+ ! d /11 1+ ! dt
= o ———— | dx = 0 —— | dt.
o cos?z & 1+ tan®z 0 & 1+ t2
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Utilizzando ora il procedimento di integrazione per parti,

1 ! 1 242
I =|tl 1 dt
{ Og( +1+752)L+/o @+ 1) +2)

Per risolvere I'ultimo integrale utilizziamo la formula di Hermite. Risulta

2t __Aﬁ+B+Ct+D__Aﬁ+2Ar+Bﬁ+2B+%%3+Cﬂ+Dﬁ+[)
24+ 1) +2)  2+1 242 (t2 4+ 1)(2 + 2)
(
A+C=0
B+ D=2
se e solo se dacui A=C=0, B=-2e D =4. Pertanto
2A+C =0
2B+ D=0
\

1 2t2 1 1 1 1
/ dt:—Z/ dt+4/ dt
y @+ 1D(E+2) o 241 o 2 +2

£\
= —2[arctan ]} + 2v/2 [arctan <—)}

2/ 1o
—_T + 2\/5 arctan (i>
2 V2]’

da cul infine

3 1
I =log (5) — g + 2v/2 arctan (E) .
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IIT appello - 6 Febbraio 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

sin(z — 2)

iy [ 0] 7

r—2

2) Studiare, al variare di z € R, la seguente serie:

1
o tan (\/ﬁ+1>
— narctan(n)

(16x3 _ 1)3TL+1.

3) Calcolare il seguente integrale:

2 1
2
ﬁdﬂ
z sinx + sm” x
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Osserviamo tuttavia che

1 —cos(z? —4) (z—2)?
z=2  tan®(z — 2) =2 (22 —4)2  tan®(x — 2)

(z+2)? =8,

dal momento che lim,_, 1‘;% = % e lim,_,o ta;“ = 1, mentre

lim sin(x — 2)  lim sinfx —2) 1
v=2 (r—2)3 252 (x—2) (x—2)

7 = 109

sinz
T

tenendo presente che lim,_,q = 1. Pertanto si conclude che

sin(z — 2)

_ 2 _ — 9\3
o [ =) G2
z=2 | tan®(x — 2)

2) La serie data & a termini di segno qualunque.

tan(#>
L Vnt1 3 1)\3n+1 _ 3 _ 1 — 1
Posto a, 1= ——s (16z 1) ,n=1,2,...,8e x° = 55, ovvero r = 55

diventa a,, = 0, per ogni n € N, dunque la serie ovviamente converge. Se x # #ﬁ

studiamo la convergenza assoluta, utilizzando il criterio del rapporto: poiché

. Ap+1
lim =
n—-+oo an,
1
y tan (x/n+1+1> vn+1 —\/771“ n arctann (1623 — 1)3(+D+1
= lim

n=>-oo ﬁ Vn+1+1¢an <\/,71+1> n+ larctan(n+1) (1623 — 1)3n+1

= |162° — 1,

la serie converge assolutamente, e dunque converge, se |[162% + 1> < 1: tale
disequazione ¢ verificata se —1 < 162® — 1 < 1, ovvero per 0 < z* < £, da cui
O<z < % La serie é dunque convergente in }0, % [

Se x > % la serie ¢ a termini di segno positivo, dunque diverge in quanto diverge

assolutamente, per quanto visto prima.
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Se x < 0 la serie é a termini di segno alterno ed é indeterminata, per un criterio di

Ap+1
Qp,

indeterminatezza: infatti, per quanto visto prima, in tal caso si ha lim
n—-+00

|162% — 1|2 > 1 da cui, per definizione di limite, esiste n € N tale che |a, 1| > |ay|,
per ogni n > 7, ovvero (|a,|), é definitivamente crescente.

Sex = % la serie diventa

1
T tan <\/ﬁ+1> '
“— narctan(n)

osserviamo che a,, ~ b, = -, in quanto
n2

1
n 1 tan< ~ ) 2

lim 2 = lim {H vn = —
n—+oo b,  n—-+oo arctan(n) NCESY vn+1l o«

+oo +oo
e quindi, poiché la serie 5 b, = g — € convergente, la serie data converge, dal
nz2
n=1 n=1

criterio del confronto asintotico.

Infine se x = 0 al serie diventa

—+o00 ;)
§ el

— n arctan(n)

(k)

= 0 e la succes-
narctan(n)

ed é a termini di segno alterno. Osserviamo che lim
n——+o0o

. tan(%) . .
sione (|a,|) = [ =224 | & decrescente: infatti
n

narctan(n)

1 1
|a | B tan (W) _ ’a ’ B tan <\/ﬁ+1>
" (0 + 1) arctan(n + 1) "' narctan(n)

¢ equivalente alla disequazione

narctan(n) < (n+ 1) arctan(n + 1) tan (

1 1
tan | ——— -
(\/n+1+1) \/ﬁ+1)
la quale, per la monotonia delle funzioni arcotangente su R e tangente in [0, 1/2],

é verificata per ogni n € N. Pertanto la serie in tal caso converge, dal criterio di

Leibnitz.
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In conclusione la serie data converge se 0 < z < %, diverge se z > %, ¢é indetermi-

nata se z < 0.

3) Ponendo t = tan (%), da cui sinz = littg e dv = H% dt, I'integrale diventa
2 1 |
z sinw +sin”z % (t+1)
Utilizziamo ora la formula di Hermite. Risulta
*+1 A B C

tt+1)2 ¢ T (t+1)2

se e solo se )

A+B=1

2A+B+C=0

A=1

\

dacui A=1, B=0e (C = —2. Pertanto
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IV appello - 5 Giugno 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

24sinx
lim (sin x) vVi-sin®z
T3
2) Studiare la seguente funzione
2—z
e
r) = :

tracciandone un grafico approssimativo (non é richiesto lo studio della derivata secon-

da).

3) Calcolare il seguente integrale:

/4 x—1 1
— dx.
1 x3 Va4 2
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Svolgimento

1) II calcolo diretto del limite dato porta ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

24sinx 24sinx ln(sin Il‘)
L := lim (sinz) Vi-sin®s = lim e Vi-sin?e .

Calcoliamo pertanto separatamente il limite

9 4
Ly := lim tsne

=% /1 —sinx

Utilizzando il limite notevole lin% —ln(l +2)
T— €T

In(sin x).

= 1 risulta

In <1—|—(Sinx—1)> sinz — 1
Ll = lim ;
g sinx — 1 V1—sin?z

In (1 + (sinz — 1)> JI—snz
= — lim
a2 sinz — 1 V1+sinz

(24 sinz)

(2+sinx) =0,

. ’ . 7‘— 2+Slnl’ o i . " '\/_7. — . —
poiché hmx_>§ Ttsnz = 73 © hmm_>§ 1 —sinx = 0. Pertanto si conclude che L = 1.

2) La funzione data & ben definita per ogni x # =1, per cui il dominio & D(f) = R\
{—1,1}. Osserviamo che la funzione f non presenta simmetrie. Per quanto riguarda
la positivita, si ha f(z) > 0 se e solo se > — 1 > 0, ovvero se z > 1 oppure z < —1,
mentre f(x) < 0se —1 < x < 1. Essendo f(x) # 0, per ogni = € D(f), il grafico di f
non interseca l'asse z, mentre interseca 1’asse y nel punto (0, —e?).

Studiamo gli eventuali asintoti. Poiché

2—x

lim f(z)= lim =0,

T—+00 T—+00 [L’2 —1 o

I’asse = € un asintoto orizzontale, per x — +o0; risulta invece

62—17

lim f(z)= lim

2 = +oo,
T——00 x——oo 12 — 1
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2—x
lim @: lim €

= —o0,
S -0 I3 — I

da cui non ci sono asintoti orizzontali, né obliqui, per x — —oo. Inoltre

2—z
e
lim f(z)= lim =+o0= lim x),
z—1+ f( ) z—1+ 12 — 1 r——1— f( )
mentre
eQ—x
lim f(r)= lim =—o00o= lim f(zx
21— /() as1- 22 — 1 z——1+ f(),
da cui le rette x = —1 e x = 1 sono asintoti verticali per f sia da destra che da sinistra.

La funzione f(z) é continua e derivabile in D(f) e risulta

62733

f(x) = m(l —x°—21):

6271'

essendo, per ogni x € D(f), Gz > 0, risulta f'(z) > 0seesolose (1—z%—2z) >0,
x € D(f): pertanto la funzione risulta decrescente in (—oo, —1 — /2], in [-14++v/2,1[ e
in |1, +00), mentre ¢ crescente in [—1 —+/2, —1[ein | —1, —1++/2]. Il punto —1 — /2
¢ dunque di minimo relativo, mentre —1 4+ v/2 & di massimo relativo: ovviamente non
ci sono punti di massimo, né di minimo assoluti in quanto la funzione non ¢é limitata

superiormente, né inferiormente.

Si pud dunque tracciare il seguente grafico approssimativo:
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R 4
60 4

40 1

3) Utilizzando la linearita dell’integrale risulta

; /4 r—1 1 J /A/x—ld /4 1 J
= — T = — axr — T
1 3 \/{E+2 1 x3 1 \/[E+2

—J-2Wr+2t=J-2v6+2V3

4
[z —1
Calcoliamo ora J := / ‘ ;— dx. Sitratta dell'integrale di un differenziale binomio
1 x

. 1 +1
del tipo z™(az? + b)", con m = —%, a=1b=—-1,p=1,n= 3 Essendo mp =
1 m+1 .. L 1 9
—3 ¢ 7, mentre +n =0 € Z, si puo effettuare la sostituzione 1 —x~" =y, da

cui v = # e dv = (172# dy. L’integrale pertanto diventa
Jx—1 2 2y 2 1
[ IR S I 4 <+M—J ’
V3 V3 N
2 2 y—1][1"
=—\/§—/2—dy+/ —dy:—\/_—[log—}
o y—1 o y+I1 y+1{],

+v3

da cui infine I = log(7 + 4v/3) — 2v/6 + /3.

= —V3 —log (Z_\/g> = —V/3+log(7 +4V/3),
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V appello - 19 Giugno 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare la continuita e la derivabilita della funzione f : R — R definita come

elv=2l, x>0,
flz) =

cos(2z), x <O.

2) Calcolare il seguente integrale:

/xarctan <1 — l) dx.
T
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Svolgimento
1) Osserviamo che si puo scrivere
.
e 2 x> 2,
f(z) = 22 0<x <2,

cos(2x), x <0.

\

La funzione data é senz’altro continua per ogni x # 0, essendo composizione, somma

e prodotto di funzioni continue. Nel punto z = 0 invece si ha

lim f(r) = lim e* % = e* = £(0)

z—0t r—0t

mentre

lim f(x) = lim cos(2z) =1,

z—0~ z—0~

da cui f non é continua in z = 0: pertanto la funzione & continua in R\ {0}.

Per quanto riguarda la derivabilita, la funzione & derivabile per ogni x # 0, 2, essendo
composizione, somma e prodotto di funzioni derivabili. Non essendo continua, non

é certamente derivabile nel punto = 0, Nemmeno nel punto x = 2 é derivabile in

quanto

i = =y S
mentre

lim f(@) = /(2) = lim i =—1

T—27 r— 2 2= T — 2
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Si ha infine

\

e* 4, T > 2,
—e T, 0<z<2,
—2sin(2z), x<0.

2) Utilizzando il procedimento di integrazione per parti si ha

con C € R.

2

T
[ ;= — arctan
2

v t
= — arctan
2

22

= ? arctan
22

= 5 arctan

2

x
= — arctan
2

- _/ﬁ;i
21+<1 e

o
(
(
(

1—

1—

1—

1—

Q’)Z

2x2—2$+1

2v — 1
1
<+2

dx

4y — 2

&I»—* &I»—* RI}—* HI
|
%I»—* »lkl»—‘ »J;I

vv\_/v

dx

— | d
:1:'2—2:E+1> v

1
8/2:152—23:4—1

——1n|2x —2r+ 1|+ C,

dx

19
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VI appello - 3 Luglio 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Date le funzioni

f(z) = In(1 4 32°V/7) + 2 — 1 + z tan(3/z),

g(z) = Vasin(5v/z)

si chiede di

a) determinare l'ordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z), per z — 07,

b) calcolare lim m
z—0+ g(x)

2) Studiare, al variare di € R la seguente serie:
+00

ST (14 20)" (e77 —1).

n=1

3) Calcolare il seguente integrale:

/ In(*+9)

t4
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Svolgimento

1) Per quanto riguarda la parte a), la funzione f(x) é somma di tre infinitesimi, per z — 0%:

In(1 + 322y/z) ha ordine 2 rispetto a z, per z — 07, ¢2” — 1 ha ordine 2, mentre

z tan(34/z) ha ordine 2. Pertanto ordine di infinitesimo di f(z) ¢ 2, per z — 07.

Poiché la funzione g(x) ha ordine % rispetto a x, per x — 0T, per il principio di

sostituzione degli infinitesimi risulta, per a = 2,
g L1 rtanBYD) - tan(3yE)
e—=0t [g(z)|*  emot [Vasin(5y/z)]2 a0t sin®(54/7)

[ tan(3va) 3V ( 5T )2_ 3
=0t 3y/x  25y/x \sin(5y/x)

Pertanto l'ordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z), per  — 01, & 2. Per quanto

25

riguarda la parte b), per quanto visto al punto precedente, dalla teoria sugli infinitesimi
risulta immediatamente

lim @ =0.

a—0t g()

2) La serie data ¢ a termini di segno qualunque: in particolare ¢ a termini di segno positivo

per x > —1 alterno per z < —1.
Posto a,, 1= (1—1—2x)”(e2r%2 —1),n=1,2,...,sex = —3, siha a, =0, per ogni n € N,
da cui la serie ovviamente converge. Se z # —1 studiamo la convergenza assoluta,

2

utilizzando il criterio del rapporto: poiché

1
I Apy1 (14 2z)" ! (e2m+0? — 1)
im =
noreo b an | notee | (14 20y (e — 1)
1
TEE 1 9op? 1
= |1+ 22| lim ‘ . n . W | |1 4 2,
et B Tes 2(n+1)% ez — 1

la serie converge assolutamente, e dunque converge, se |1 + 2z| < 1, ovvero se —1 <

z < 0.
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Se x > 0 la serie ¢ a termini di segno positivo, dunque diverge poiché, per quanto visto

prima, diverge assolutamente.

Se x < —1 la serie é a termini di segno alterno e si puo dimostrare che risulta in tal caso

indeterminata, per un criterio di indeterminatezza: infatti, per quanto visto prima, si

Ap41
Qn,

ha lim
n—-+0o

= |1+ 2z| > 1 da cui, per definizione di limite, esiste n € N tale che

|ant1| > |an|, per ogni n > 7, ovvero (|a,|), ¢ definitivamente crescente.

Se x = 0 la serie diventa
“+o0

2(627%2—1):

n=1

1 .
¢ a termini di segno positivo e si pud osservare che a, = (e2n2 — 1) ~ #, per cui la

+o0o
serie converge, dal criterio del confronto asintotico, dal momento che la serie E — @
n
n=1
convergente.
Infine se x = —1 la serie diventa
+0o0
1
E (—1)”(ezn2 — 1)
n=1

¢ a termini di segno alterno e, per il criterio di Leibnitz, converge in quanto lim |a,| =
n—-+00

nl_lgloo (eﬁ — 1) =0e|ap1| = (62<"J1r1>2 — 1) < |a,| = (eﬁ — 1), per ogni n € N.

In conclusione la serie data converge se —1 < z < 0, diverge se x > 0, é indeterminata

se xr < —1.

3) Utilizzando il procedimento di integrazione per parti 'integrale diventa

In(t? +9) In(t?+9) 2 1
/ t 3t3 + 3 / t2(t2 4 9)
1
Per risolvere 'integrale J := / ———— dt usiamo la formula di Hermite: risulta
t2(t2 +9)
A B Ct+D AP+9At+ B +9B+CP+ D 1

F et ey T t2(¢2 +9) 2124 9)
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se e solo se
.

A+C=0

B+D=0

9A=0

9B =1
\

dacuiA=C=0, B= %, D = —%. Pertanto

9 e 9 e+ 9 81 (241 9t 8l 3 ’

da cui infine

In(t*+9) 2 2 t
J=———v "9 22 arctan [ -
315 ot 81 (3) +C

con C € R.
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VII appello - 4 Settembre 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

et 1

A0 7 Dflog(e £ 2) + sin(dr + 4]

2) Data la funzione f:R — R definita come:

;

3
1, T = ,n=12 ...,
n+ 2
e’, x>0, x # ,n=1,2,...,
) = n2

r+1, <0, ze€Q,

»+1, <0, v€Q,

\

si chiede di determinare i punti di continuita di f, classificandone le eventuali discon-

tinuita.

3) Calcolare il seguente integrale:

/ cost(1 — 2sin?t)

(sin®t + 5)(sint — 1)
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto porta ad una forma indeterminata, ma si ha

e@t? _q
L := lim -
e——1 (22 — 1)[log(x + 2) + sin(4x + 4)]
et 1 (g4 1)2 1
= lim :
e=—1 (x+1)2 22—1 log(x+2)+sin(4x +4)
. et —1 1 1 1
= lim . = ——
el (v +1)? @ — 1 leQrletl)) | ysinfieid) 10°
- i log(1
tenendo presenti i limiti notevoli lim =1, lim MY 1 e lim M =1.
x—0 X x—0 x—0 T
. 3
2) Poniamo a, = ——, n=1,2,... e A= {an, n = 1,2,...}.
n+2
Studiamo dapprima i punti a,, € A. Fissato n € N si ha
lim f(x) = lim e*' = 67%*'2,
T—ran I%nim
mentre f (?) = 1: essendo ent2 # 1, per ognin =1,2,...,1 punti a, sono punti
n

di discontinuita di prima specie eliminabile per f. I punti z > 0, x # a,, sono invece

di continuita per f.

Per quanto riguarda il punto z = 0, essendo 0 € A’ si ha

= I t=1
Ae (z) z—>ol+r,r;§er ’

lim f|,(z) = lim f( 5 ):1, lim f

z—0+ n—+oo n+ 2 z—0t

lim f}Q(:c) = lim (x+1)=1 lim f‘R\Q(x) = lim (2 +1)=1,

z—0~ z—07,2€Q rz—0~ z—0",2€Q

ovvero lim f(z) =1= lim f(z) = lim f(z) = f(0), da cui 0 & un punto di continuita
z—07t z—0~ z—0

per f.

Sui punti z < 0 f(x) segue una legge di tipo Dirichlet, in quanto

(x+1), <0, x€Q,
flz) =
(*+1), <0, z&Q.
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Poiché, fissato ¥ < 0, si ha

i fy@) = (@+1)  lm o (@) = (2 + 1),
e(T+1)=(T*+1)seesoloseT=—1, il punto T = —1 ¢ di continuita per f, mentre

tutti i punti 7 < 0, T # —1, sono di discontinuita di seconda specie.

3) Operando la sostituzione x = sint, da cui dz = cost dt, I'integrale diventa

t(1 —2sin®t 1 — 222
I::/ cosH1 — 2sin’t) dt:/ .
(sin®t+5)(sint — 1) (22 4+5)(z —1)

Utilizzando ora la formula di Hermite risulta

1 — 222 _Ax+B+ C  As>— Az + Bx — B+ C2? +5C
(22 +5)(x—1) 2245 x—-1 (22 +5)(x — 1)
se e solo se )
A+C = -2
—-A+B=0
—-B+5C=1

\

dacui A=B= —%, C = —%. Pertanto

11 [ z+1 1 [ dz
e dr — =
6/x2+5x 6/:6—1

11 2 11 1 1
:——/ oy [ ———dv— ~log|z — 1]
12 ) z2+5 30 <m> 6
2) +1
11 11 1
- —Elog(x2 +5) — %\/garctan (%) - élog |z — 1]+ C,

con C' € R, da cui infine

11 11 int 1
I = —Elog(sin%t +5) — %\/garctan <%) - élog |sint — 1|+ C.
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VIII appello - 13 Settembre 2018

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

. 1—COS(l)
lim L .
votoo Azt +1 —Vdat — 1

2) Studiare, al variare di € R, la seguente serie:

f(sx +1)"sin (ﬁl+ 1) |

n=0

3) Calcolare il seguente integrale:

1 2z -1
/ o
o €%(24e?)
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Svolgimento

1) II calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Osserviamo tuttavia che

) 1 — cos (l)
lim z =
z—too /4t + 1 — 4zt — 1
1 1—cos(i) 1
= — lim f(””)—(\/élx‘* + 14+ V4zt — 1)
2 2—+o0 = 2
1 1 —cos (l) 1 1
=— lim ———%=2 1+— 1-—1=1
2 x—1>£—noo z—12 + 41’4 * 4.T4 ’
tenendo presente che lim,_,q 1_;# = %

2) La serie data ¢ a termini di segno qualunque.
Posto a,, := (3x + 1)"sin <ﬁ), n=2012..,sex= —%, diventa a, = 0,
per ogni n € N, dunque la serie ovviamente converge. Se x # —% studiamo la

convergenza assoluta, utilizzando il criterio del rapporto: poiché

lim |dntt|
n—-+oo an,
o (3z 4+ 1)"*sin <\/7?11+1>

noFeel (3r 4 1)msin (\/ﬁlﬂ)

. 1 1

1 o
S s wu Y n+1+1lgp (—\/%Jrl)

= |3z + 1],

la serie converge assolutamente, e dunque converge, se |3z + 1| < 1, ovvero per

2
—§<$<0

Se x > 0 la serie ¢ a termini di segno positivo, dunque diverge in quanto diverge

assolutamente, per quanto visto prima.

Se x < —% la serie é a termini di segno alterno ed ¢ indeterminata, per un

criterio di indeterminatezza: infatti, per quanto visto prima, in tal caso si ha
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Qp+1
G,

lim
n—-+oo

= |3z + 1| > 1 da cui, per definizione di limite, esiste n € N tale che

|ant1| > |a,|, per ogni n > n, ovvero (|a,|), ¢ definitivamente crescente.

Se r = —% la serie diventa

A (ﬁ1+ 1)

n=0

ed é a termini di segno alterno. Osserviamo che lim sin (
n—-+00o

\/;LlJrl) = 0 e che la

. o . 1 N L .
successione (|a,|) = (sm (W>>n ¢ decrescente: infatti,

n — - < n —
|a +1|—sm(m 1) la |—Sln(\/ﬁ 1)

¢ equivalente (per la monotonia della funzione seno in [0, 1], ad esempio) alla

disequazione
1 - 1
Vn+1+1 n+1

la quale é verificata per ogni n > (0. Pertanto la serie in tal caso converge, dal

criterio di Leibnitz.

Infine se x = 0 la serie diventa

()

ed é a termini di segno pos1t1vo Osserv1am0 che, ad esempio, a, ~ b, f’
quindi, poiché la serie Zb Z ¢ divergente, la serie data diverge, dal

n=1
criterio del confronto asintotico.

In conclusione la serie data converge se —2 < z < 0, diverge se z > 0, é
3 b )

indeterminata se z < —%.
dt 17

3) Ponendo t = e*, da cui z =1Int e dr = integrale diventa

boe 1 ¢ S|
1;:/_@:/ /_ = [
o €%(2+4e?) L 22+ 1) 2+t L t2(241)
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da cui

I=In(2+1)

e € 1
| gt —m(@2+e)—n3—J
s /0t2(2+t) n(2+e)—1n

Per calcolare J utilizziamo ora la formula di Hermite. Risulta

1 —A—I—B+ C
22+t t 2 2+t
se e solo se )
A+C=0
2+ B =0
2B =1

\

da cui A = —}1, B = % eC = %. Pertanto

/11 1 1o 1pe 1

J=[ ([——+=+— V) dt=—-Int| ——| +-In@2+t¢
/1< 4t+2t2+4(2+t)) P A7 A S
11 1 1 1

e 44 -In(24e) — -1
1 26+2+4n( +e) 4n3,

da cul infine

e
1

30



	A115-16.pdf
	A116-17
	A117-18

